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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung - warum Quanteninformationstheorie?

Diese Vorlesung behandelt quantenmechanische Informationstheorie. Die klas-
sische Informationstheorie, wie sie insbesondere von SHANNON betrieben
wurde, ist heutzutage auf ,Software-Ebene“ realisiert, z.B. im Rahmen lo-
gischer Ausdriicke in héheren Programmiersprachen (if-statements), ebenso
auf Hardware-Ebene mit klassischer Digital-Technik. Zustédnde sind 1 (high,
+5 Volt), und 0 (low, 0 Volt), und die Bauteile eines Chips sind in ihrer
Funktion iiber diese beiden Zustédnde definiert. Dies wird auch Binércodie-
rung genannt.

Quantenmechanisch gibt es jedoch nicht nur diese beiden Zustédnde, sondern
auch die Superposition. Quantenmechanik (QM) ist auch die fundamentale
Beschreibung der Zusténde eines Festkorpers, d.h. der Hardware. Mit immer
fortschreitender Miniaturisierung der logischen Bausteine werden die quan-
tenmechanischen Effekte relevant. Andererseits ist es - unabhéngig von der
GroBle der Hardware - auch reizvoll, mehr iiber die Moglichkeiten einer Rech-
nung mit quantenmechanischen Gesetzen zu wissen. Eventuell liegen ndmlich
in der Quantenmechanik Vorteile gegeniiber der klassischen Rechnung, die
durch die besondere Wirkungsweise der QM zustande kommen. Insbesonde-
re hat hier in den letzten Jahren das Problem der Primfaktorzerlegung eine
grofle Rolle gespielt. Die Vorlesung legt auf den zweiten Aspekt ein grofleres
Gewicht.

1.2 Klassische Informationstheorie
1.2.1 Unsicherheit

Eigenschaften der Unsicherheit H(py,...,p,):

Seien im folgenden p; Wahrscheinlichkeiten (z.B. einer Zufallsvariablen X:
P(X = ai) = py. Fiir Wahrscheinlichkeiten gilt: > . p; = 1. Damit wird die
Grofle H mit den folgenden Eigenschaften eingefiihrt (axiomatisch, SHANNON
48):

1. H(p1,...,py) ist maximal, wenn p; = py = -++ = p,

2. Fiir jede Permutation 7 ist H(prq), .- Prm)) = H(D1, .-, Dn)

3. Hp1,...,pn) >0, H(pr,...,pn) =0 p=1,p; =0 Vj#i

1 1 1 1
4 H(=,.. )< H(——, ... )
_n n, = n+l n+1
n Arg\urrnente n+1 A?grurnente

bt



5' H(p17"’7pn70):H(p17"'7p77/)

6. H(pi,...,pn) ist eine stetige Funktion der p;

TCH(-, ) =H(E D)+ H(E L)
8. Seien zwei Ereignisse A, B mit den Wahrscheinlichkeiten p4 = p; +po+
oo+ Pm, @B = q1 + @2 + - - - + @, aus mehreren (Elementar)ereignissen

zusammengsetzt mit der Bedingung p + ¢ = 1. Dann soll folgen:

|
H(plaapm7q177Qn) = H(p7Q) +pH(%77me) +qH(%77%)
Dies ist verniinftig: Falls bekannt ist, zu welcher Gruppe das Ereignis
gehort, ist die Unsicherheit um —H (> p;, > q;) gefallen, die restliche

Unsicherheit ist:

- . _p1_ Pm_
o fiir A: H(Z;i,...,zpi)y
o fiir B: H(s%-, .., s%),

Die gewichtete Summe der Restunsicherheiten und die abgezogene Un-
sicherheit sollen gleich der Gesamtunsicherheit sein. (Gruppierungsaxi-
om)

n

Theorem 1 H(py,...,pn) definiert fir jedesn, > p; =1,0 < p; < 1. Wenn
i=1
H die Bedingungen 1-8 (1.2.1) erfillt <

H = -\ Zpk In(py) SHANNON: Entropie
k

H = - Zpk 10g2<pk> vbit‘s“
k

wobei die Konstante A je nach verwendetem Logarithmus unterschiedlich ist.
Fiir ein System mit zwei Zustédnden (0, 1) wird log, benutzt. Die Konstante
A ist nicht mehr notwendig, wenn wir nur Zweiersysteme betrachten, da {iber
die absolute Grofie von H keine Aussage gemacht wird (s. Def.!).

Beweis:

,<="“ laBt sich durch Nachrechnen iiberpriifen, , =%, s. z.B. in der Litera-
tur [3].

Betrachten wir nun das Verbundereignis zweier Zufallsgréffen X und Y mit
Werten x4, ...z, bzw. yq, ...y

Def. 1 Verbundwahrscheinlichkeit: p(z;,y;) =

kurze Schreibweise fir M Grofien: p(xy,...,xp)



Def. 2 Joint Entropy: Entropie eines Verbundereignisses
Fiir zwei Zufallsgrofien:

k,l
H(X,Y) = = plwi,y;)log(p(w:, y;))
jri=1
Fiir M Zufallsgrofien:
H<X77XM) = _Z p(x17x27"'xM)logp(x17x27"'xM)

T1,L2,X35.-y T M

So 1aBt sich z.B. fiir die fiinf Zufallsgrofen Luftdruck, Temperatur, Windstér-
ke und -richtung und Sonnenscheindauer die Entropie des Wetters berechnen,
indem man die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte so auswertet.

Theorem 2 H(pi,...,pn) <logy(m) (=logy(m) wenn p; = =)

Lemma 1 Wenn p;, q¢; Wahrscheinlichkeiten = Minimum von
G(q1, - qm) = — Y. piIn(q;) ist erreicht fir ¢; = p; (bis auf Permutationen)

Theorem 3 XY Zufallsvariablen: H(X,Y) < H(X)+ H(Y)

Das Wetter soll jetzt in Abhéngigkeit der Regenmenge am Vortag untersucht
werden. Dazu wird die bedingte Entropie benotigt:

Def. 3 Bedingte Entropie:
Es seien X,Y Zufallsvariablen mit Verbundwahrscheinlichkeit p(x;,y;). Falls
Y den Wert y; annimmt, ist die bedingte Entropie unter Annahme Y = y;

k
H(X|Y =y;) ==Y p(xily;) log, p(x:|y;)

i=1

Die gewichtete Summe dber alle y; ist die bedingte Entropie.

k

HXY) = =3 p(y;) ) plwily;) logy plwily;)
= > bl ) logaplailus) = 3 H(X )



~ H(X|X)=0; HX|Y) = H(X) wenn X, Y unabhéngig, d.h. p(z;,y,) =
p(zi)p(y;)-

Das Wetter hilt also, falls wir die Regenmenge Y vom Vortag wissen, diese
Menge an Information (=Uberraschung) fiir uns bereit.

Zwischen bedingter und Verbundentropie besteht auflerdem folgender Zu-
sammenhang:

Theorem 4 H(X,Y)=H(Y)+ H(X|Y); H(X|Y)<H(X)

Es lassen sich noch viele andere Beziehungen herleiten und/oder definieren,
dafiir sei aber auf die Spezialliteratur verwiesen.

1.2.2 Information

Zur Definition von Information kann formal folgende Regel angeben werden:
Sind F; und FE5 Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten p; und py, dann
ist I(p1p2) = I(p1) + I(p2). Die so definierte Information wird manchmal
auch als Unsicherheit oder Entropie (teilweise auch Negentropie) bezeichnet.
Es geht um die Unsicherheit, die ich von einem bestimmten Ereignis besitze.
Nach dem Ereignis ist der Ausgang bekannt, ich habe Information gewonnen.
Wieviel? Genau soviel, wie der vorherigen Unsicherheit entspricht.

Def. 4 I(E) = —log,(p(E))
~ H(X) =Y pl(X = ar) wenn X die Werte ax, mit pr annimmd.
k



2 Rauschloses Codierungstheorem fiir gedécht-
nislose Quellen

2.1 Einfiihrung

(Noiseless Coding Theorem for Memoryless Sources)

In diesem Abschnitt wird das allgemein als ,, SHANNONS Theorem* bekannte
Theorem abgeleitet und die dafiir notwendigen Grolen definiert. Das Theo-
rem ist ein sehr allgemein und gibt eine untere Grenze fiir die Codewortlénge
eines Codierverfahrens an. Auch der in der Nachrichtentechnik meistverwand-
te Codieralgorithmus (von HUFFMAN) liegt innerhalb dieser Grenzen. An
einem Beispiel soll dieser dann einmal vorgefiithrt werden.

Die Signifikanz von SHANNONS Theorem liegt jedoch auch in der Allge-
meinheit: Eine Codierung mit Wortlédngen entspricht im informationstheo-
retischen Sinn auch einer Strategie mit Zugldngen (bis zum Erreichen des
Zieles): beide Male ist die Frage, wie viele Einzelentscheidungen bendtigt
werden, um eine bestimmte Information zu iibertragen/herauszufinden.

2.2 Definitionen

Im Folgenden werden einige Definitionen aufgefiihrt. Diese machen Gebrauch
von Zeichenketten (Strings). Zeichenketten bestehen aus Untereinheiten, den
sog. Wértern, und diese wiederum aus Symbolen. Ein bindrer Symbolvorrat
> = 0,1 besteht nur aus Oen und len, der Symbolvorrat des Deutschen be-
steht aus 29! verschiedenen Zeichen. Symbole werden meist mit a; bezeichnet.
Beispiele fiir einen Symbolvorrat in diesem Sinne kénnen auch sein: die Vo-
kale a,e,i,0,u. Der Code ist eine Abbildung vom ersten Symbolvorrat in
den zweiten. Dadurch entstehen Probleme, da die Grofie des Symbolvorrates
unterschiedlich ist (z.B. 2 < 26). Deshalb wird jedes Symbol der deutschen
Sprache in der digitalen Nachrichtentechnik durch ein Wort représentiert.
So kann z.B. auch der ASCII-Code (a — 1000001 (bindres Wort)) als eine
solche (ineffiziente) Codierung verstanden werden.

Die Begriffe Wort, Symbol usw. gelten sowohl fiir die urspriingliche als auch
fiir die verschliisselte Nachricht. Ein Alphabet ist die Menge aller aus Y bild-
baren Worter, also ein Warterbuch. Das Alphabet besteht damit aus lauter
einzelnen Wortern. Die Menge >* ist die Menge aller endlichen Zeichenket-
ten, d.h. aller moglichen Nachrichten aus diesen Wortern.

Quellen sind Nachrichtensender, die eine Folge von Symbolen (=Nachricht)

Lohne Grofi/Kleinschreibung , mit &,8, ...:-))



aussenden. Dabei bezeichnet X; den Platzhalter fiir das i-te Symbol der Nach-
richt, das z.B. durch das Symbol a; realisiert sein kann.

Quellen sind gekennzeichnet durch ihren Symbol- (bzw. Wort-)Vorrat a; und
durch die jeweilige Wahrscheinlichkeiten der Symbole p; = P(X; = a;). Da-
bei kann grundsétzlich das Auftreten eines Wortes abhéngig vom Auftreten
anderer Worter sein (z.B. in der deutschen Sprache: ein ,u* tritt selten auf,
auf ein ,q“ folgt das ,u“ mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit). Eine geddcht-
nislose Quelle zeigt genau dieses Verhalten nicht: jedes Wort ist immer gleich
wahrscheinlich; es existieren keine Interdependenzen. Die Quelle ist also in-
sofern einfacher zu beschreiben. Die Codierungstheorie fragt, wie die Symbo-
le der Nachricht einer Quelle moglichst redundanzfrei durch bindre Worter
dargestellt werden koénnen, so daf3 die Entropie der codierten Nachricht nicht
weit iiber der der Quelle liegt.

Def. 5 Gedichtnislose Quellen (memoryless sources, MLS)

Fine MLS erzeugt eine Zeichenkette von Symbolen X; mit Wahrscheinlich-
keiten P(X; = a;) = p;, die von i und allen vorherigen Xy, k < i unabhdngig
sind (geddchtnislos).

Beispiel:

Symbolvorrat=ay, ..., a,. Nachricht=X; X5 X5.Xy, X; ein Wert aus dem Sym-
bolvorrat. Zusammen mit den Wahrscheinlichkeiten fiir die Symbole ergibt
sich ein Ensemble, namlich die Quelle.

Entropie der Quelle:

H = —3".p;log(p;), wobei log immer zur Basis 2.

2.3 Instantane Codes (I-Codes) und eindeutig entzif-
ferbare Codes (UD-Codes)

(Instananeous Codes and Uniquely Decipherable Codes)

Sei eine MLS gegeben durch W = {wy, ws, . .., w,, } mit Wahrscheinlichkeiten
D1y, Pm- Sei X ein Alphabet von D = 2 (z.B. ¥ = {0,1}) Symbolen. Die
Frage ist nun, wie die Worter auf effizienteste Weise mit > codiert werden
konnen. Als Beispiel erzeuge eine Quelle S {w, wq, w3, wy} (Wertevorrat), mit
Wahrscheinlichkeiten P(X; = w;) = 0.9, P(X; = wy) = 0.05, P(X; =
wz) = 0.025, P(X; = w,y) = 0.025. Vergleiche folgende Codierungen:

Codierung | wy we w3 wy | (n)
A 0O 111 110 101 | 1.2
B 00 01 10 11 |2

10



wobei sich die mittlere Wortldnge aus (n) =n =) . n(w;)p(w;) ergibt.
Seien ¥ ein Alphabet (, Worterbuch®) und ¥* = W* die Menge aller endli-
chen Strings der Worter.

Def. 6 Codierung/Code
Fine Codierung (Chiffre) ist eine Funktion f mit:
fAw,we, ... wy} — X

Eine Nachricht m = (w;, w;,w;, . .. w;, ) der Quelle aus W* wird in ¥* mit der
Vorschrift
flm) = f(wi,) f(wi,) f(wiy) . f(wi,)

codiert. Die Ldnge eines einzelnen codierten Wortes |f(w;)| ~ der Zahl der
Symbole aus X2, die zur Codierung benotigt werden. Die muttlere Wortlinge

ist definiert als (fs) := >, pi| f(w;)].

Def. 7 Prifix
Seien x,y € ¥*. x ist ein Prafix von y wenn es ein z € X* gibt, so daf$ xz=y.

Def. 8 I-Code Ein Code f ist instantan (I-Code), wenn es kein w;, w; gibt,
fiir die f(w;) ein Prifiz von f(w;) ist*.

Damit ist jeder I-Code auch eindeutig decodierbar.

Beispiel: Komma-Code mit ¥ = {0, 1}.

Der Symbolvorrat einer Quelle sei mit wy, wsy, w3, wy erschopft. Codierung:
flwy) = 0, f(wy) = 10, f(ws) = 110, f(ws) = 1110. Die Symbolfolge
011010011101100. .. wird zuriickiibersetzt in wjwswywwawswy .. . .

Jedoch ist nicht jeder UD-Code ein I-Code. Als Beispielcode kann z.B. der
Quellsymbolvorrat W = {w;, ws}, abzubilden in den Symbolraum ¥ = {0, 1}
mittels der Vorschrift (Code): f(w;) =0, f(ws) = 01 dienen.

Da f(wq) Prifix von f(wy) ist, ist er nicht instantan (von vorne nach hinten)
lesbar. Jedoch sobald die gesamte Nachricht angekommen ist, ist sie eindeutig
decodierbar (lese von hinten):

001010100010101

Generell gesagt, ist das Konzept eines UD-Codes etwas komplexer als das
Konzept eines I-Codes.

21-Codes werden auch als Prifixcodes bezeichnet

11



2.4 Kraft-McMillan-Ungleichungen

Theorem 5 KRAFTsche Ungleichung

Sei eine Quelle mit N Symbolen gegeben, die mittels des Codes in N Warter
mit Wortlinge l;,1 = 1... N des Alphabetes 3. tibersetzt werden sollen. Die
Anzahl der Symbole in 33 sei D. Dann existiert ein I-Code <

N
ZD*li <1.
=1

Beweis: ,, <

Sei "N, D7l < 1.

Fiihre eine Entartung n; zu [; ein: Anzahl der Wérter mit Lange [; = j.
Weiter bezeichne | = max(l;). Dann gilt

S n;DI<1

=1
Diés entspricht der Zusammenfassung von Wortern gleicher Lange. Umfor-
men ergibt

n < D' —ny DV —nyD2 — ... — 1 D, also auch

0< D' —nyD"1' —nyD'=2 — ... —n,_; D. Dividiere durch D:

n_y < D' —ny D2 —nyDV3 — ... — n;_5 D wiederhole Prozedur

Ny < D? — ny D

n <D

Es konnen n; Worter der Léange 1 codiert werden (da D > ny, D Anzahl der
Symbole). Sei W7 die Menge dieser Symbole (Wérter). Damit existieren ny
Worter der Lange 1, und D — nq noch nicht benutzte Symbole. Es existieren
ny Worter der Linge 2. Ohne Prifixe aus W zu verwenden, gibt es noch
D(D — n;) mogliche Kombinationen von zwei Symbolen aus ¥, was nach
obigen Ungleichungen ausreicht. Diese Menge sei 5.

Entsprechend gibt es ng Worter der Lange 3. Um diese darzustellen, werden
aus den (prifix-freien) D3 — nyD? — ny D moglichen Wortern nz ausgewiihlt.
Dieses Verfahren wird entsprechend bis n; fortgesetzt.

="

Zum Beweis der Ungleichung fiir I-Codes betrachte einen D-&ren Baum
der Ebenenzahl [,,,,, (=Lénge des lingsten Codewortes). Ein Codewort mit
Léange [; befindet sich in diesem Baum auf Ebene [; und hat in der obersten
Ebene D!ma==li Nachfolger. Man kann nun die Summe der Nachfolger aller
Codeworter () _,) in der obersten Ebene bilden. Da es sich um einen I-Code
handelt, kann kein Nachfolger zu 2 Codewortern gehoren. Die Gesamtzahl
der Nachfolger in der obersten Ebene ist also Y, D'mer~li,

12



aa
Ternarer Baum

ab
(D=3)
ac
Symbole: a,b,c
y ba
o b o bb
Wurzel
bc
c ca
cb
cc
Blatt

Auf der anderen Seite ist die Gesamtzahl der Blétter (=Knoten auf oberster
Ebene) D'ma=. Daher folgt:

N N
St e S pt<)
=1

i=1

Theorem 6 McMILLANsche Ungleichung
Mt den Bezeichnungen wie oben:
Es existiert ein UD-Code mit mazx. Wortlinge N <

N
}:D4u§L
=1

Beweis ,,<=“ Diese Richtung ist einfach, da KRAFT erlaubt, aus der Bedin-
gung einen [-Code zu entwickeln. Jeder I-Code ist aber auch ein UD-Code.

,= Sei ein UD-Code mit Wortern der Lénge lq,...,Ily gegeben. Ist | =
max [; und wird eine Wortfolge der Linge r konstruiert, dann gilt

(D™ 4+ D) =3 "D reN,

i=1

b; ist hierbei die Anzahl der Kombinationen, mit denen eine Wortfolge aus r
Wortern des Alphabets ¥ der Gesamtlinge i konstruiert werden kann®. Da

32.B. beim Komma-Code mit » =3 ist by =by =0, b3 =1, by = 3, bs = 6, bg = 9 usw.

13



der Code eindeutig entzifferbar ist, mufy die Anzahl der erlaubten Kombina-
tionsmoglichkeiten der Symbole maximal die Anzahl der mdglichen Kombi-
nationen sein, d.h. b; < D? und somit

N r 7l
(ZD‘“) < Zl =7l
=1 N
STph = (k)T S
i=1

Aus beidem Theoremen folgt: Es existiert ein UD-Code mit fester Wortlange
ly...1l, < es existiert ein I-Code mit festen Wortlédngen [y ... 1,.

2.5 Rauschlose Codierung-Theorem

Sei S eine Quelle mit den zu codierenden Symbolen wy ... w,, mit Wahr-
scheinlichkeiten pq,...,p,. Gesucht wird ein UD-Code mit dem Alphabet
¥ so daB die mittlere Wortlénge so kurz wie moglich wird (Dies wird kom-
pakter Code (C-Code) genannt). Die Entropie der Quelle berechnet sich zu

H=-3"", pilog(pi).

Theorem 7 SHANNONs Theorem
Habe S die Entropie H. Dann mufl jeder UD-Code von S in ¥ die mitt-

lere Wortlinge 1(S) > log]ZD haben. Es existiert mind. ein UD-Code mit

Wortlinge 1(S) < longD +1.

2.6 Huffman-Code

Nehmen wir einen reduzierten Wortschatz anstelle des kompletten Alphabets
(z.B ein Baby, das nur die Vokale a, e, i, u, o von sich gibt). Die interessierten
Eltern wollen vom Nebenzimmer horen, was ihr Baby fiir Gerdusche macht.
Das elektronische Gerét soll nun nur die Symbole a,e,i,o,u binér codieren.
Folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung sei gegeben:

Symbol a 0 i e u
P(Symbol) | 0.3 0.25 0.25 0.1 0.1

Die beiden kleinstwahrscheinlichsten Symbole werden nun zu einem Hilfs-
symbol zusammengefafit, und dessen Wahrscheinlichkeit berechnet:

Symbol a o i (e/u)
P(Symbol) | 0.3 025 025 0.2
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Zuerst wird neu nach absteigender Wahrscheinlichkeit sortiert (hier bereits
erfiillt). Dieser Schritt wir nun so oft wiederholt, bis ein Symbol mit Wahr-
scheinlichkeit 1 auftritt.

Vom obersten Entscheidungsknoten ausgehend wird jetzt der jeweils oberen
Verzweigung der Wert 1, der jeweils unteren der Wert 0 zugeordnet. Jedes
Blatt besitzt nun eine eindeutige Symbolfolge: Die Bin&rfolge beginnend von
der Wahrscheinlichkeit 1 bis zum Symbol. Fiir den Beispielcode ergibt sich:

1

Symbol P
0

1 0.55

a 03 ©

o 0.25 ¢

1 045

i 0.25

02 0
e 01 ot

0

u 01 o——

® Entscheidungsknoten

o Endknoten (Blatt)

Symbol a o i e u
Codewort | 11 10 01 001 000

Offensichtlich ist dies ein Préfixcode. Zum Beispiel wird die Symbolfolge
11010100111000 in aiioau iibersetzt. Die mittlere Wortldnge des Codes be-
trégt hier 2.4 bit/Symbol, die Entropie der Quelle ist ). p;log, p; = 2.185
bit/Symbol*.

Spétestens zu Beginn einer Ubertragung muB der Code feststehen. Ein Code,
der nach den obigen Prinzipien aufgebaut ist, ist z.B. der MORSE-Code. Auch
viele digitale Komprimierverfahren arbeiten nach diesem Prinzip. Da hier oft
fiir jede Datei eine eigene Tabelle verwendet wird, ist es bei d&hnlichen Daten
daher sinnvoller, diese erst zu einer Einheit (Datei) zusammenzufassen.

4genaueres dazu z.B. im Vorlesungsskript Nachrichtentechnik [9]
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3 Einzelne Quantensysteme

Im folgenden sei S ein Quantensystem das durch eine Basis von nur zwei
orthogonalen Zusténden |0) und |1) im HILBERTraum Hsy beschrieben wird.
Beispielsweise sind folgende Systeme mogliche Realisationen hiervon:

e 2 Zustands-Atom. Hierbei werden aus einer grolen Anzahl von Zustan-
den z.B. durch einen Laseriibergang zwei Zustédnde ausgewéhlt, so daf3

‘O> = |n07 l07 mo, SO>7

‘1> = |nlull7m17sl>-

e Die zwei Polarisationsrichtungen des Photons:
0)=|<) und |1)=]]).

Entsprechend koénnen auch links- und rechtszirkular polarisierte Pho-
tonen als Basiszustédnde dienen.

o Jedes Spin—%—Teilchen.

3.1 Reine Zustande

Ein reiner Zustand wird durch

) = Col|0) + Ci[1), C1,Cy e C
1 = |Col> +|Cyf

beschrieben. Beispiel:
Y o . (U
Y = cos 3 |0) + €' sin 3 1)  9,p€]0,27)

Die Zusténde lassen sich auch als ,normale“ Vektoren darstellen:

0-(3)  w=(1) ~w-(8)

Im allgemeinen (s. insb. 3.2) erfolgt die Beschreibung jedoch iiber die Dich-
tematrix p, die in ‘Hy wirkt. Es mufl gelten

p>0 p=rp Spur (p) = 1
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d.h. p mufB eine hermitesche, positiv definite® Matrix mit der Spur 1 sein. Fiir
reine Zustinde gilt zudem p = p? und p ldBt sich als Projektor schreiben:

C c e (G2 OO
o= () @ren = (S 8

Spur (p) = [Col* +ICi]* =1, p* =u) Yl) (| =p

=1

p

V|g) € Ha gilt damit

(¢lple) >0 < Spur(pP) >0,

wie sich durch einsetzen leicht zeigen 148t.

3.2 Gemischte Zustande

Aus einer Quelle kommen Zusténde [1)1),|¢2),|13) usw. mit den Wahrschein-
lichkeiten pq, ps, p3,...p € R.. Die Dichtematrix schreibt sich jetzt als

= pu|Yn) (1| + p2lb2) (Vo] + paltha) (¥s| + ... (1)

Auch hier gilt wieder

P = ( oo dox ) ) Q1aQ2€R> qgo‘FQ%ZLQOl:(JTO
dio 411

~p > 0,Spur(p) =1, und p = p,

d.h. zur Beschreibung von p werden 3 Zahlen aus R benotigt.
Hiermit kann die VON NEUMANN-FEntropie definiert werden:

S(p) = —Spur(plog,p) =—Y pilog,p:

Hierbei sind die p; die Eigenwerte von p.

Bei einem reinen Zustand [¢)) gibt es eine Basis, in der [¢)) = |1) und somit
S = 0 ist, d.h. p hat den Rank 1. Ein gemischter Zustand zeichnet sich
dadurch aus, daf§ S # 0, so ist z.B. beim maximal gemischten Zustand

(103401 + [13(11) —- 3 g (3) -t

Shier lax als p > 0 geschrieben

Pm

N)lH
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3.3 Operatoren

Die Operatoren

n=100=(y o )=

o=yl =

0 1
0 0

P1E|1><1’:(8?):P12 J+E\1><0\:<?8)

sind linear unabhéngig und bilden daher in H, eine Basis, d.h. jeder Operator
kann als Linearkombination von Py, P, oy und o_ geschrieben werden.
Es gilt

oil0) = 1)
o 1) = |0)

Erzeugungsoperator

Vernichtungsoperator
Das Skalarprodukt zwischen den Operatoren A, B ist definiert als

(A, B) = Spur (B1A) IA] = /{4, A).

Im allgemeinen wird eine andere Orthonormalbasis gewéhlt: die PAULI-Matrizen:

10
P0+P1—<O 1)
01
10
. 0 —i
s =il = (1))
1 0
PO_Pl:(o —1)

Die o; sind idempotente, spurlose Matrizen, d.h. ihre Eigenwerte sind =1.
Sie erfiillen die Vertauschungsrelation

1 =

Oy, = 04+to0_=

Oy, O = 2i0
[ma y] z

und sind zyklisch.
Damit 148t sich fiir jedes o; eine Eigenbasis finden:

5 (100 +11))
5 (10) = [1))

10)e = 0}y = — (100 +il1))

D). = Ny = 5 (0 =11)

S5l
Sl -



Damit ist ¢;|0); = +|0); und o;|1); = —|1);.
Um Spins in beliebige Richtungen beschreiben zu kénnen, wird eine verall-
gemeinerte PAULI-Matrix

oy = O0-1 ol = (04,0y,0%)

Auch o5 ist idempotent mit Eigenwerten +1.
Damit kann p in der PAULI-Basis entwickelt werden:

1
p== Z)\ZAZ' A, ={1,04,04,0.}, Ao =1, \; = Spur (p4,;)

Aus )y =1 folgt Spur (p) = 0. Die anderen drei Parametern A; sind in einer
Messung die Erwartungswerte der Spinoperatoren in die drei Raumrichtun-
gen, und daher reell:

(02) = A1, <0y> = Ao, (02) = A3

Durch Einsetzen kann leicht iiberpriift werden, dafi Spur (p?) = 1 & A\ +
A+ M2 =1 & pist reiner Zustand. Ansonsten ist Spur (p?) < 1. Geome-
trisch bedeutet dies, dafl reine Zustande auf der Oberfliche der von den \;
aufgespannten Kugel liegen, wihrend gemischte Zustdnde sich im inneren
befinden. Damit wird auch sofort offensichtlich, dafl gemischten Zusténden
viel haufiger sind.

[+>

al+> +bl-> (pure)

(mixed)
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3.4 Observable

Observablen entsprechen selbstadjungierte (oder ,hermitesche®) Operatoren,
d.h. B = BT mit

B —

1
2
5 - (

3.5 Messungen

3
ZbiAi {A;} ={1,0,,04,0.}, b = Spur (B4,)
i=0
By Bo )

By Bn

Allgemeine Messungen iiberfiihren den zu messenden Zustand in einen Ei-
genzustand des Meoperators. In unseren Anwendungen ist dieser Operator
ein Projektor, d.h. P? = P und P = P' mit den zwei Eigenwerten {0, 1}, die
damit z.B. ,,ja“ oder ,nein“ entsprechen kénnen:

. PpP
a : p—
) P Spur (PpP)
. (1-P)p(l—P)
nein : p—
Spur (PpP)

1 — P wird auch als ) abgekiirzt und ist der zu P komplementére Operator
in dem Sinne, dafl

QP¢) = (1= P)Ply) =0

@ projeziert also auf den Unterraum, der | zum Unterraum von P steht.
Der Erwartungswert einer physikalischen Gréfle errechnet sich damit als
(B) = Spur (Bp). Diesen Erwartungswert kann natiirlich nicht in einer sin-
guldren Messung erhalten werden, sondern erst nachdem viele Messungen an
dem Teilchenensemble durchgefiihrt wurden. Man kann sich das gemischte
Ensemble als einen Kasten aus einer grofien Anzahl Teilchen vorstellen, von
denen man nicht weif}, ob sie sich in dem Zustand |—) oder |+) befinden.
Ein reiner Zustand entspricht einem Ensemble, bei dem von allen Teilchen
bekannt ist, in welchem Zustand sie sich befinden, z.B. [+). Zwar kann auch
hier der Meflausgang einer Einzelmessung stochastisch sein - wenn zum Bei-
spiel den Spin in einer Richtung zu der |+) nicht Eigenzustand gemessen
werden soll. Wenn aber die ,richtige Frage“ gestellt wird (d.h. den Spin in
der Richtung mifit, zu der |+) Eigenzustand ist), so ergibt sich beim reinem
Zustand tmmer dieselbe Antwort: up. Dies wird auch ,,maximum quantum
test® genannt.
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Beim Gemisch ist das nicht der Fall. Selbst in der ,,richtigen“ Richtung wird
mal ,up“ und mal ,,down® erhalten: der Zustand ist ein Mischung. Die Wahr-
scheinlichkeiten, mit der die einzelnen Zustinde in dem Gemisch vertreten
sind, ergeben sich aus der relativen H&ufigkeit des MeBausganges bei der
,richtigen® Fragestellung, wenn viele Teilchen gemessen. Diese Wahrschein-
lichkeiten p; zusammen mit den vertretenen Zustédnden ergeben den Gesamt-
zustand eines Systems: folglich Gleichung (1).

3.6 Zeitentwicklung

In abgeschlossenen Systemen kann die Zeitentwicklung durch eine unitéren
Operator beschrieben werden (Zeitumkehr). Bei offenen Systemen kommt es
aber zu Zerfallsprozessen (Energieaustausch) und Kohdrenzverlust (Phasen-
verlust). In vielen Systemen ist der Kohérenzverlust der problematischere
Einflu der Umwelt®. Kohérenzverluste spielen sich in Zeitrdumen von ca.
10712 s ab, wihrend Dissipation, d.h. Energieaustausch (=spontane Strah-
lung), im Bereich von 107 s liegt. Zwei Fille werden grundsitzlich unter-
schieden:

3.6.1 Isolierte Quantensysteme

In isolierten Sytemen ist die Zeitentwicklung unitar:

[V (t2)) = Ulta, t1)[0(t1))

U ist dabei ein unitédrer Operator, d.h. U ist invertierbar und U erhalt die
Norm:

(WIUTUW) = W) =UTU=UU" =1

Das gleiche gilt bei einer 2 ® 2-Darstellung der Operatoren fiir die entspre-
chenden Matrizen. Der unitére Zeitentwicklungsoperator U 148t sich aus dem
HAMILTONoperator gewinnen, falls H nicht explizit zeitabhéngig ist:

CHt
U= exp(—z?)

Damit 148t sich die zeitabgeleitete Form der obigen Gleichung angeben als:

L0
tho ) = HU)[Y(t)

67.B bei Femtosekunden-Lasern ist der Zerfall auf Zeitskalen von 1079 s total irrelevant
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H ist hermitesch, und es ist Spur (H) =0, also ist die Determinante von
U=1.

Die Zeitentwicklung eines Gemisches wird durch die VON-NEUMANN-Glei-
chung beschrieben:

ihOip = [H(t)v P]

Im H, ist der HAMILTONoperator entwickelbar in der Basis {1, 0;}, so dafl
er sich schreiben 148t als

H(t) = g > nai(t)A;
Falls H nicht von der Zeit abhingt, sind die n;(t) = n; = const., so daf} sich
mit w = 31/n? +n3 +n? und 7 = \}%7;;3 ergibt:

H = hwii-d+ ?1
Mit der Abkiirzung 77 = 76 lautet die Losung der SCHRODINGER-Gleichung

dann:

Uuit) = e~ = WO — cos(wgt) — i sin(wadzt)

' cos(wt) — 07 sin(wt)

Ein Beispiel fiir einen solchen HAMILTONian, der die zeitliche Entwicklung
eines 2-Zustandssystems beschreibt, ist der in der Quantenoptik sehr oft ver-
wendete

h h$) . A
H = §AO'Z + 7(0’4_6”5 + 0'_6_2¢)

1>

o>

mit wy,: Laserfrequenz, wy: Ubergangsfrequenz, A = w;, — wy: Verstimmung,
hQ: Dipolmatrixelement des Ubergangs, €!?: Phase des elektrischen Feldes.
Im resonanten Fall (A = 0) ergibt sich als Losung:
1922 sin () e~
B cos(73)  —isin()e
ult) = ( isin(%)e" cos(%)
Das zeitliche Verhalten sind die bekannten RABI-Oszillationen zwischen dem
oberen und unteren Niveau, {2 bezeichnet die RABI-Frequenz.
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3.6.2 Nichtisolierte (offene) Quantensysteme

Offene Quantensysteme wechselwirken per Definition mit der Umgebung.
Dabei sind zwei Phénomene zu unterscheiden:

Zerfall = Dissipation

Spontane Emission eines Photons durch ein Atom beruht auf Wechselwir-
kung des Atoms mit der Umgebung, ndmlich dem Vakuum. Das Photon
geht in einen Mode des elektromagnetischen Feldes. Solche Wechselwirkun-
gen konnen unterbunden werden, wenn man entweder einen verbotenen Di-
poliibergang betrachtet oder man dem Atom keinen Mode anbietet, in den
es ein Photon passender Energie abstrahlen kann. Dadurch kann effektiv eine
Wechselwirkung des Systems mit der Umgebung verhindert werden. Lebens-
dauern verbotener Ubergiinge im Sekundenbereich sind keine Seltenheit. Ein
Zerfall modifiziert die Diagonalelemente von p, die den Besetzungszahlen
entsprechen.

Dekohirenz

Anders als bei Dissipation findet bei Dekohérenz kein Energieaustausch des
Systems mit der Umgebung statt. Stattdessen verteilen sich die Phasen ein-
zelner Quantensuperpositionen sehr schnell zuféllig iber den gesamten Be-
reich. Dieser Effekt fithrt auch zum Paradoxon der SCHRODINGERschen Kat-
ze und den ihrer modernen Nachfolgern. Dekohérenz modifiziert die Nicht-
diagonalelemente von p, die Kohérenzen.

3.7 Diskrete Zeitentwicklung

Betrachten wir die Zeitentwicklung eines Zustandes diskretisiert. Der Zu-
stand sei |0). Zwei dquivalente Darstellungen sind

(o)== 0)

Eine diskrete Zeittransformation ist z.B. durch
1 1 1 _
UAZE<1 _1)=U£:UA1=UX

gegeben. Das letzte Gleichheitszeichen bedeutet Unitaritéat.
N.B.: Diese Matrix ergibt sich aus Uy = Us2U4 1 wobei

1 01 1 ™
U1 = —— = Z&ﬁSIH(—), n= 0 s 91 = =
2 2 1 2
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eine Drehung um 90 Grad um den Raumrichtungsvektor 7 und

0
ng—m:i&ﬁsm(g), i=[0], 6=n
1

eine Drehung entlang der z-Achse um 6, = 7 darstellt.
Mit einem solchen diskreten Zeitschritt wird

(o) (1)

oder in Matrixschreibweise:

(o0)™3(0 5) o) (n )=

Dann folgt
Lt aNm (10 _ -
9 1 1 0 0 Pfinal = Pinitial

Dekohérenz beeinflult die Nichtdiagonalelemente im Zwischenschritt:

e A U R U = # pi
Pnt o\ 11 2\ 0 1 2\ 0 1) P Phin 7 fin

Die Eigenwerte dndern sich also von {0, 1} nach {1}. Damit ist die Operati-
on nicht mehr unitir, denn unitidre Operationen dndern das Spektrum (die
Eigenwerte) nicht. Als ein Beispiel soll das 2-Niveausystem zusammen mit
seiner Umgebung dienen:

1
1

)

0), 1), |E)

Da System und Umgebung zusammen isoliert sind, ist die gemeinsame Zeit-
entwicklung von (S+E) unitdr. Der Zustand a8t sich als Produktzustand
schreiben:

10) ® | E) > [0) ® | Eno) + 1) ® | Eon)

1) @ [E) v |0) ® | Ero) + 1) ® | Eny)

Unitére Zeitentwicklung bedeutet, daf§ das Skalarprodukt invariant gelassen
wird. Daraus ergibt sich (mit (F|F) = 1) als Bedingung:

1= (0] @ (EN)(10) @ | E)) "2 { Eoo| Eoo) + (Eos| Eor) = 1

24



und ebenso aus der zweiten Zeile

(Ev|Ev) + (Eyi|Ey) =1
und aus dem Vergleich der beiden

(Ego|F10) + (Eo1|F11) = 0

Betrachten wir jetzt konkret einen reinen Zustand des Untersystems und den
des dazugehorigen des Gesamtsystems:

9) = col0) +ar[1),  [§) = [9) @ |E)

Die unitiare Entwicklung ergibt:

€)= 1€) = col|0) @ |Eoo) + 1) @ [Eor)) + c1(|0) @ [ Erg) + [1) @ | Ey))
0) @ (col Eoo) + c1|Ero)) + [1) @ (ol Eor) + e1]E))
Die Dichtematrix transformiert in:
U
pm = )&= €)=/
p’ sieht explizit wie folgt aus (|E) ohne, |0),|1) in Basisdarstellung):

o = ( cocy| Foo) (Eoo| + c1¢5| Ero) (Eo] + coci| Eoo) (Ero| + ¢yer| Evo) (Eoo| - - )

Die Zusténde der Umgebung werden aber per Definition nicht gemessen. Das
meBbare Ensemble beschrénkt sich auf die reduzierte Matrix p!, = Spur (p') z,
die Dichtematrix die sich ergibt, wenn iiber die Untermatrix von |E) die Spur
gebildet wird. Der oben dargestellte Matrixausschnitt entspricht (0|p’|0), die-
ser Ausschnitt fiir die reduzierte Matrix p/, ist”:

(01p410) = |col*(Eool Eoo) + le1|*(Erol Ero) + coci(Erol Eoo) + coer(Eool Ero)
Da Spur (p}) = 1 folgt

(1]p([1) =1 = (0]p]0)
Auflerdem gilt fiir die Nichtdiagonalelemente:

O[p[1) = [col (Eor|Eoo) + |e1]*(Er1|Ero) + cher(Eo| Evo) + coci (E1i|Eoo)
"Beachte: Spur (|A)(A|)=Spur ((4]A))=(A|A)Spur (1)=(A|A)
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Pin entspricht einem reinen Zustand, p’. bildet jedoch ein Gemisch (iiberpriife
durch (p,)? # p.). Die Nichtdiagonalterme wie (0|p.|1), also die Kohérenzen
zwischen System und Umgebung, gehen schnell gegen Null. So entwickelt sich
die Dichtematrix des (Unter-)Systems im Laufe der Zeit zu einer Diagonal-
matrix mit klassischen Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Zusténde®
Ein Spezialfall tritt ein, falls alle |E;;) senkrecht aufeinander stehen. Dann
folgt (010,10 = leof? + ler[2 = 1.9

8dies entspricht der modernen Beschreibung fiir den MeBprozeB und den Ubergang von
Amplituden in klassische Wahrscheinlichkeiten fiir einen Zustand nach der Messung.
9Messung eines Eigenzustandes ?
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4 Zusammengesetzte Quantensysteme

4.1 Notation

Die beiden Teilsysteme seien mit A'® und B! bezeichnet. Die zugehorigen
HILBERTraume sind Hy und Hpg, der Gesamtraum H = Hy ® Hp. Die
Dimension dieses Raumes ist N = N4 - Np. Beispiele dafiir sind zwei 2-
Niveau-Atome, zwei Spin %—Teilchen oder zwei Photonen in zwei Moden des
EM-Feldes. Um eine Definition fiir Verschréinkung sauber zu notieren, sol-
len zunéchst unterschiedliche Schreibweisen aufgefithrt werden. Es handelt
sich immer um zweidimensionale Teilsysteme. Daher ist die Dimension des
Gesamtraumes 4. Fine Basis in diesem vierdimensionalen Raum stellen die
folgenden Vektoren dar:

{104 ®10)5,10) 4@ [1)5,[1) 4 @[0)5,[1) 4 © [1) 5}

Eine Darstellungsart ergibt sich aus der iiblichen Spaltenschreibweise und
anschlieSender Umschreibung:

1= aob(]
. 1 1 o 0= CLle oder oder
maeis= (o) ®(o) = ozam | 0.0 o
0= a1b1
Fiir die zweite Kombination ergibt sich:
0= aobo
. 1 0 . 1= a061 oder oder
et (o) ®(1) = | osum | 0% ma
0= a1b1

In der letzten Darstellungsweise wird bis 3 gezéhlt.

4.2 Reine Zustinde
Ein reiner Zustand wir durch
9) = 000, 0) + co1|0, 1) + c10[1,0) + c11|1, 1)

dargestellt. Dabei gilt, dafl die Koeffizienten bis auf einen (irrelevanten) glo-
balen Phasenfaktor der Beziehung

Zc?jzl

1,J=0

06ft auch als Alice bezeichnet
Hder ménnliche Vertreter Bob
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geniigen. Damit 148t sich z.B ¢oy immer reell schreiben und es ergeben sich
insgesamt 6 reelle Parameter (3 komplexe, 1 reeller, -1 Bedingung).
Somit ist!?

|cool®  coocyy
chocor  |con]?

|010|2
|'311|2

Wichtig ist auch die reduzierte Dichtematrix:

pa = Spur(p)y =Y (0|07

B

ps = Spur(p), = > (07|p[v)

iA

Bei den von uns betrachteten Systemen (d.h. in einer 2 x 2 Basis) ist

- o= (4
: (o o)

A PA

O O|0 O
O 0OJO O (p%? p%l)
— ~ pB = 10 11
PB  PB

P~ O OO0 O
O OO0 O
Da es sich hier um reine Zustiande handelt ist

p=Y)(®| mit p*=p, Spur (p°) =1

Die reduzierten Dichtematrizen werden jedoch im allgemeinen gemischte Zu-
stinde darstellen, d.h.

Spur (p%) < 1 Spur (p3) < 1

Lemma 2 Fiir jeden gemischten Zustand pa existiert ein reiner Zustand

p = [0)(¢| derart, daf
pa = Spur(p)g

125, hierzu auch Anhang A
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4.3 Unkorrelierte (Produkt-)Zustinde
Zusténde der Form
) =@ W?) (= p=pa®ps)

heiflen Produkt-Zustinde. Werden die Zustdnde durch Basisvektoren ausge-
driickt, d.h.

") = l0)a+¢f |1>

") = 100 +crIl)s

cicg 21
B
_ € C1 <2
[v) = citel 23
citeP 24
ergibt sich daraus die Bedingung
S 2124 — 2923 = 0

Weitere Eigenschaften der Produktzusténde/vektoren:
1. Produktvektoren sind eine Menge mit Maf§ Null (Punktmenge)
2. Produktvektoren formen keinen linearen Unterraum

3. Aus p = |¢)(¢| folgt pap = [ap)(¥ap| ist ein reiner Zustand

4.4 Verschriankte Zustinde

Alle Zustande, die sich nicht als Produktzustiande darstellen lassen, heiflen
verschrinkte Zustdinde:

Bl 10" ) =9 @ [P

Physikalisch bedeutet dies, dal Quantenkorrelationen vorliegen. Die beteilig-
ten Teilchen (z.B. Spin—%—Teilchen) werden auch ,, EPR!3“-Teilchen genannt.
Zum Beispiel 148t sich

0

1 1
o =T =1m) =
0

BEINSTEIN-PODOLSKY-ROSEN
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nicht als Produktzustand schreiben.
Verschréankte Zustédnde liegen dicht im HILBERTraum und kénnen daher eine
Basis bilden, z.B. die BELL-Basis:

0% = == (01) F10)

07) = ﬁ(l00> +[11)

Alle Zusténde, die durch beliebige lokale Transformationen aus dieser Basis
hervorgehen, d.h.

-5

[¥*)

|6%)

sind mazimal verschrinkt. Desweiteren gibt es die GHZ-Zusténde. Dies sind
Zusténde in hoherdimensionalen Rdumen:

1
ﬁ(|0001;"0>_|111"'1>>

\w>:UA®UB{

n

4.5 Schmidt Orthogonalisierung

Im Produktraum H = H 4 ® Hp mit den Dimensionen N4, Ng laf3t sich jeder
Zustand als Summe von Produktzustianden schreiben

min(Na,Np)
)y = Y AluM)@[uf)  mit
i=1
(uilus) =0
Betrachte z.B.
1
07) = —=(|00) + [11))

V2

Die reduzierte Dichtematrix ergibt sich mit

) = Y Nudlv),  p =) zu
Spur (p)g = > Aflus) (ui
Spur (p), = Y Afus)(vi

14 GREENBERGER, HORNE, ZEILINGER
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Da die Zusténde normiert sind, ist
L=l = Y

Bei den maximal verschrankten Zustidnden, den BELL-Zustdnden, ist

1
Spur (p)A,B = Slas

2
Es sind adquivalent:
1. |¢) ist ein Produktvektor.
2. |¢) hat nur einen Term in der SCHMIDT-Zerlegung.

3. pa, pp entsprechen reinen Zusténden.

Bei reinen Zusténden kann als Maf fiir die Verschrankung die Entropie der
Subsysteme genommen werden, d.h.

E(|¥)) = 5(pa) = S(p5)

Wenn |¢) ein Produktzustand ist, dann ist p4 g ein reiner Zustand und damit
die Entropie £ gleich null.

4.6 Gemischte Zustiande

Bei gemischten Zustdnden lautet die Dichtematrix

3 3 3 3 3
po= 20 DY Alidatil@ kel =Y oY1) aslil
— £ -
p laBt sich in diesem Fall in die hermitesche Basis der PAULI-Operatoren im

Raum der 4 x 4 Matrizen entwickeln:

{Aitizo,..15 = {l4,0, @ 13,0, @ 13,0, @ 1y, 15 ® 0,1, ® 0y, 1o ® 0,
Or ® 0z,0: ® Oy, 0 ® o, Oy & Oy, Oy X Oy, 0y ® o,

0. ® 04,0, ®0y,0, 0.}

In dieser Basis ld8t sich die Dichtematrix jetzt als
1B

schreiben, wobei in dieser Basis die \; zudem reell sind.
Drei Falle miissen jetzt unterschieden werden:
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e Unkorrelierte Zustande

p=pa®@pp p = Spur (p) 4 ® Spur (p) g ,

dabei miissen ps und pp keine reinen Zustdnde sein. Wahrend der
Zustandspraparation findet kein Informationsaustausch zwischen den
Teilsystemen statt.

e Separierbare Zusténde
p=> M@l > A=1,A2>0
k

Die A; konnen als (klassische) Wahrscheinlichkeiten verstanden wer-
den, d.h. wiahrend der Zustandspréparation findet ein rein klassischer
Informationsaustausch statt.

e Nicht separierbare Zustéande, z.B.
p=fl)@T+ (1= fle") (e

Die nicht seperierbaren Zusténde sind theoretisch am schwierigsten zu be-
trachten. In Rdumen der Dimension N x M mit N - M > 6 ist das Sepe-
rierbarkeitskriterium noch ein offenes Problem, siehe dazu [7] fiir eine eher
physikalische bzw. [8] fiir eine eher mathematische Betrachtung.

Um ein solches Kriterium zu finden, wird der Begrift der Teiltranspositon
benotigt.

Def. 9 Teiltransposition:

. A Bf
phn =
o A B B C Ty TB_ T
r=\ g o )= o gr (™) =0p
p'r =
(BT)T CT

Mit Ket- und Bravektoren geschrieben heif3t das:

p = al0]p0)4]0)a(0] + 4(0[p[1) 4|0} a(1] +
A(1]p|0) a[1) 4(0] + a(1[p]1) a[1) a(1|

ptt = 4(0]p|0)4]0) 4 (0] + a(0lp|1) al1) 4(O] +
A(1[pl0) a]0) a (L] + a(L[p[1) a[1) a(1]|
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Bei dieser Operation geht 0;/4 iiber in —ayA, d.h. die Operation ist eine anti-
unitidre Transformation im A-Raum, sie entspricht einer Zeitumkehr (nur im
A-Raum!)

Damit 148t sich in unserem Fall ein Seperierbarkeitskriterium finden:

Theorem 8 p im Raum Hs @ Hy ist separierbar < p'4 > 0 < ps >0

Mit anderen Worten: Wenn bei (genau) einem der Subsysteme die Zeit um-
gekehrt wird und die entstehende Dichtematrix immer noch physikalische
Bedeutung besitzt, dann ist die Dichtematrix des Gesamtsystemes seperier-
bar.

Wichtig: Das Separierbarkeitskriterium in 2 x 3-Dimensionen funktioniert
nicht in hoheren Dimensionen:

p o= > Adlex, fi)lex, frl
P = Mlex, fi) en, £

Damit gilt zwar noch die Beziehung p separierbar = p’4 > 0, aber es gibt
Zustinde, bei denen p™4 > 0 erfiillt ist, die aber dennoch verschriinkt sind.

Messung der Verschrénktheit hier z.B. nach [10]; eine allgemeine Definition ist
noch nicht gelungen. Die hier betrachtete Mefimethode heifit auch Formati-
onsmessung. Hierbei wird von allen moglichen Zerlegung von p ausgegangen:

P:Zpiwz' (il Zpizl

= min Zpl (lvy) = Hllﬂ sz (Spur (|vs) (i) 4)

{pwwz . ’L7 Z

Wie dieses Minimum im allgemeinen Fall gefunden werden kann, ist noch
nicht geklart.

4.7 Observable und Messungen

Auch hier ist wieder jeder Observablen ¢ ein hermitescher Operator O zuge-
ordnet!?, der sich wieder als

15

Z 0;A; mit o; = Spur (OA;)

schreiben 148t. Vier Typen von Messungen koénnen jetzt unterschieden wer-
den:

15Die Darstellung ist jetzt natiirlich eine 4 x 4 Matrix
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e Lokale Messungen, d.h. entweder A oder B messen:

O0=04®1g bzw. O=1,R0p

Das Ergebnis der lokalen Messung wird von der reduzierten Dichtema-
trix bestimmt:

Spur (p0) = Spur (Spur (p0)5), = Spur (Spur (p) ; Oa),
— Spur (p40a) 5

Korrelationsmessungen, d.h. A und B messen gleichzeitig aber un-
abhingig voneinander:

O = 04®0p
Bei Produktzusténden ergibt sich damit
Spur (Opa ® pp) = (O0) =(0a) - (Op)
Nicht lokale Messungen!®
O#0,®0p zB. O'AO'B + O'AO'B
Als weiteres Beispiel kann die Bell-Messung betrachtet werden:
p =[5 +167) (%
POVM (positive Operator reduzierte Messungen):
A=Al YA =1 A,>0

Hierbei wird zusétzlich ein externes System (d.h. die Umwelt) mittels
po betrachtet. Somit ist

Pg = P& pPa
p,u = Splll' ,up X pa Z Z mr nsPmn pa)sr

mn rs

— Z(Au>mn<pg>mn = Spur (A,py)

Die P, sind dabei orthogonale Projektoren mit ) p, = 1. Die A,
erfiillen dann die POVM-Eigenschaften.

16

engl. joint measurements
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5 Verschriankung und Nichtlokalitét

5.1 Verschriankte Zustinde

Verschrinkte Zustdnde von zusammengesetzten Systemen kénnen, wenn sie
genau bekannt sind, durch einen reinen Zustand |¢) gekennzeichnet werden,
z.B.

1
V2

Eine physikalische Realisierung eines solchen Zustandes ist durch den Zerfall
des neutralen Pions gegeben: 7° — et + e~. Aufgrund der Drehimpulserhal-
tung ist klar, dafl der Gesamtspin 0 erhalten bleiben muB, so dafl das e™ genau
entgegengesetzten Spin zum e~ hat (—l—%, —%) Die Teilchen kénnen sehr weit
auseinander sein. Jedoch bilden sie, solange sie nicht durch &duflere Einfliisse
gestort wurden, ein korreliertes Quantenpaar, so dafi der Gesamtzustand sich
nicht als Produktzustand darstellen 148t:

) # [)a @ ) s

Betrachten wir die verschiedenen Arten von Messungen, die an einem solchen
System durchgefiihrt werden kénnen. Das System sei vor der Messung im
Singulettzustand |¢)~) = %(|O>f|1>f— 11)2410)B), wobei |0) ~ | 1),]|1) ~ | T):

™) =—=(Nal s —=11)al 1)5)

1. Messung entlang der x-Achse
Der Zustand wird in z-Basis dargestellt. Eine Messung der z-Kompo-
nente (Operator o7') bei Alice ergibt als MeBwert einer Einzelmessung
mi = 1.
Nun mifit Bob. Auch er erhilt bei der Messung der z-Komponente
durch ¢? m, = %1, und zwar in Abhingigkeit des Ergebnisses von

Alice:

o falls Alice m? = 41 erhalt = m2 = —1 fiir Bob

A B
o falls Alice m? = —1 erhillt = mPZ = +1 fiir Bob

Nachrechenbar wie folgt: Ein Basiswechsel ergibt fiir Alice und Bob:

S = 0. — )

0}z 7 7

(10): +11)2) D

2 (0ly) = %(?(OI +2 (1) (0)211)7 = [1)2]0)7)

= P 10)7) = 1)
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2. Messung entlang der y-Achse
Alice mifit nun entlang der y-Achse mittels 0’; und erhéilt mz‘;‘ = +1

oder mﬁ = —1. Bob kennt die Folgerungen daraus:
o falls Alice mz‘;‘ = +1 erhdlt = mf = —1 fiir Bob
o falls Alice mz‘;‘ = —1 erhdlt = mf = +1 fiir Bob

Falls Alice Bob vorher schon mitteilt, entlang welcher Achse und mit
welchem Ergebnis sie gemessen hat, kann Bob sein Ergebnis vorhersa-
gen.

3. Messung entlang z-Achse
Hier geschieht noch einmal das gleiche wie in den oben besprochenen
Féllen.

5.2 EPR-Paradoxon

Fiir EINSTEIN war die Lokalitét ein physikalisches Prinzip, das in diesem Fall
der Spinmessungen besagt, dal die Messung an Teilchen A eine Messung an
Teilchen B nicht beeinflussen darf.

In einem Experiment erhélt man folgendes: Wenn z.B. A eine Messung an
seinem Teilchen macht, und B seine Messung, bevor Information von A nach
B gelangen kann, so werden die beiden feststellen, dafl ihre Ergbnisse im-
mer noch korreliert sind: m#m?Z = —1. Manchmal wird A ,up*“ erhalten,
manchmal B, aber niemals beide, wie es nach einer statistischen Theorie zu
erwarten ware.

Es gibt nun 2 Moglichkeiten, sich dies zu erkldren: entweder werden noch
weitere (verborgene) Parameter postuliert, die den Zustand schon vorher
festlegten, nur nicht (prinzipiell oder mefitechnisch) gemessen werden konn-
ten (EINSTEINs Losungsansatz) oder man postuliert, daf es sich noch immer
nur um einen Zustand handelt, dessen Teilsysteme nicht unabhéngig vonein-
ander betrachtet werden konnen (heutige akzeptierte Vorstellung: Nichtloka-
litdt der Quantenmechanik).

EINSTEINs Losung beruhte auf der Idee, dafl Groflen, die prinzipiell gemessen
werden kénnen, auch immer existieren miissen; unabhéngig davon, ob ich sie
beobachte oder nicht. In seinen Worten (riickiibersetzt!”): ,Falls wir, ohne
in irgendeiner Weise eine System zu beeinflussen, mit Sicherheit den Wert
einer physikalischen Grofle bestimmen kénnen, dann existiert ein Element
der physikalischen Realitdt, das zu dieser Groe korrespondiert.“ (Prinzip

17Originalzitat lag leider nicht vor
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der physikalischen Realitét).

Ein weiteres von EINSTEIN postuliertes Prinzip ist die Lokalitét:
,Die realen Zusténden von 2 rdumlich getrennten Systemen sind unabhéngig
voneinander.

Da also 2 rdumlich getrennte Systeme sich nicht beeinflussen konnen, folgerte
EINSTEIN, daBl die physikalische Grofle, die B auch ohne Messung bestimmen
kann, eine physikalische Realitdt haben muf.

So sollte bei jedem Experiment, egal ob in x,y, z-Richtung, die Spinkompo-
nente bereits vor der Messung feststehen, denn ein solches Experiment kann
-wie oben beschrieben- in jede Raumrichtung durchgefiihrt werden. Die Spin-
komponenten sollten daher - nach EINSTEIN - durch sogenannte ,,verborgene
Parameter® festliegen.

Die Quantenmechanik dagegen macht keine Aussagen iiber Gréflen, die nicht
gemessen werden. Anstatt jedoch zu sagen, dafl diese Groflen nicht existie-
ren, sagt man, die Quantenmechanik sei nichtlokal. Das wichtige am Loka-
litdtsprinzip ist ndmlich durch die Korrelation nicht verletzt: die Informa-
tionsiibertragung ist weiterhin nur begrenzt, d.h. mit Lichtgeschwindigkeit,
moglich: Bobs Meflausgang verwundert ihn solange nicht, bis er von Alice die
Nachricht erhélt, daf ihr Spin (bei jeder Messung) entgegengesetzt gerichtet
ist. Er kann aus einem reinen ,,Spin down“ noch nichts ablesen. Angemerkt
sei noch, dafl EINSTEINS Argument durch BOHR entkréftet wurde, der be-
merkte, dafl zur Konstruktion des Paradoxons 3 Einzelmessungen nétig sind,
was keinen Riickschluf§ auf ein einzelnes Teilchen zuldfit. (Information ist
nicht das, was das Teilchen weif§ (Quelle), sondern was wir iiber es erfahren.)

5.3 Bells Theorem

Wenn die Giiltigkeit des Prinzipes der Lokalitdit von EINSTEIN angenom-
men wird, dann ist die Quantenmechanik inkompatibel mit der Existenz der
,verborgenen lokalen Variablen“!®, die eine sogenannte , realistische Theorie
darstellen. Eine solche Theorie und ihre Konsequenzen sollen nun néher be-
trachtet werden (natiirlich nur auf einem abstraktem Niveau, denn es gibt
z.7. keine Realisierung einer solchen Theorie'?: die BELLschen Ungleichungen
(s. 5.4) zeigen, daf eine solchen Theorie vorhersagen macht, die nicht mit dem
Experiment tbereinstimmen; wahrend die Quantenmechanik mit dem Expe-

Bengl.: local hidden variables
Djedenfalls keine die uns bekannt ist
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riment {ibereinstimmt. )

Dazu dient ein Gedankenexperiment: ein EPR-Paar (2 total korrellierte Teil-
chen aus einer Quelle, z.B. Pionzerfall, s.0.) fliegen mit hoher Geschwindigkeit
auseinander. Thr gemeinsamer Zustand sei der Singulett-Zustand

1
V2

Durch die hohe Geschwindigkeit ist keine Wechselwirkung zwischen den bei-
den mehr moglich (sie sind ,,weit weg®). Eine Spinmessung von A entlang
der Achse @, bezeichnet mit oz = 7 - @, ergibt als Einzelmessung einen der
zwei Werte m, = +1.

B mifit entlang der E—Achse, und erhélt m, = +1. Falls @ = 5, gilt immer
mimP = —1. EINSTEINs Interpretation des Ergebnisses lautet wie folgt:
Das Ergebnis jeder einzelnen Realisierung des Experimentes hédngt von einem
Satz von (verborgenen) Parametern {\} ab, die von Experiment zu Experi-
ment wechseln. Jedoch folgen sie einer statistischen Verteilung (dhnlich wie
die BoLTZMANNverteilung aus deterministischen Ensembles von mikroskopi-
schen Teilchen makroskopische, schwankende Grofilen entstehen 1a8t). Die A
folgen einer Verteilung p(A\) > 0, die auf 1 normiert ist: [ dAp(\) = 1.

In dieser Interpretation 148t sich folgendes ableiten:

V7)== Th =110), [T =1ha®[ s

e Wenn A eine Messung macht, dann gilt fiir die zugehorige Funktion
A(d,\) = +1.

e Wenn B eine Messung macht, dann gilt fiir die zugehorige Funktion

B(b,\) = +1.
e Fiir die Gesamtfunktion gilt20: A(a@, A\)B(b, \) = —1.

Quantenmechanisch hingegen wird davon gesprochen, dal manche Grofien
lokal (z.B. Ort), andere - wie z.B. der Spin - nichtlokal sind: das System ist
beziiglich dieser Quantenzahl noch , ganz*.

5.4 Bellsche Ungleichungen

-

Fiir den Fall das beide Richtungen iibereinstimmen (a@ = b), verlangt das
Experiment: A, - B, = —1. Da der Erwartungswert von A, - B, als F[AB] =
J dXp(\)A,B, definiert ist, gilt:

-

E(@b) = / A\ p(\)A,By

20im folgenden A, := A(d@, \) usw.; wichtig ist die noch immer vorhandene Abhingigkeit
von Al
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Fiir das zweite Teilchen in einer anderen Richtung gilt
B@o) = [droNAB.
also als Differenz:
B@D) - B@d = [\ (B~ B

Auflerdem gilt:

AyBy, = —1
AyAy, = 1
= B, = —Ab

Fiir den Integranden auf der rechten Seite der Differenz folgt damit:

(AaBb - Ach)
= (AuAy — A, AyAy B
——

1

= —A A0+ AB.))

Insgesamt ergibt sich, da A, A, = £1 (2 Messungen),
E@5) - B@e — + / A\ p(\) (1 + 4,B.)

= ‘E(@,@—E(J,E)‘ < ‘/d)\p()\)(lJrAbBc)

denn z.B. x — y = £2 = |z — y| < 2. Da der Integrand nicht negativ ist, ist
auch das Integral nicht negativ, so dafl der Betrag iiberfliissig ist:

‘E(@,E)—E(a,a‘ < /d)\p(A)lJr/d)\p()\)AbBc
= 1+ E(b,

Diese Ungleichung stellt eine Form der BELLschen Ungleichung dar: jede
Theorie, die mit lokalen verborgenen Parametern arbeitet, erfiillt diese Un-
gleichung.

Als Vergleich dazu der Erwartungswert in der Quantenmechanik:

E(@,b) = (0q05) = (V" |ogd @af|¢7) = (@-b) (W |0l @ollv)

-1

-

= —cos(£(a,b))
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Der Erwartungswert der Quantenmechanik stimmt mit dem Experiment iiber-
ein. Jede andere Theorie, die mit dem Experiment iibereinstimmt, muf3 also
dieses Ergebniss liefern. Nehmen wir jetzt an, daf§ der

o Winkel zwischen @,b=% = cos(3) =3
o Winkel zwischen b,é=% = cos(f) =3
27

e Winkel zwischen d, ¢ = cos(¥) = —

3 3

Eingesetzt in die BELLschen Ungleichungen ergibt sich:

Fine lokale Theorie mit verborgenen Parametern ist damit unmdglich! Die
BELLschen Ungleichungen werden durch einen reinen verschriankten Zustand
verletzt. Experimente dazu sind in den 80ern von ALAIN ASPECT, in Paris
durchgefiihrt worden, die die BELLschen Ungleichungen mit 6facher Stan-
dardabweichung verletzten.

5.5 CHSH-Ungleichung

CHSH steht fiir die Namen CLAUSER-HORNE-SHIMONY-HOLT. Diese Glei-
chung arbeitet mit 4 Richtungen. In unserem Beispiel fordert sie fiir ein lokale
Theorie mit verborgenen Parametern:

= -

S = |E(a@,b) + E(b,¢) + E(,d) <

E(d,a)| <2

Nimmt man z.B. fiir die Winkel

-, —

o £(d,b)=£(b,¢&)=L(¢,d) ="
o L@ d)=2% =
S =2v2>2 Widerspruch

Der Vorteil der CHSH-Ungleichungen besteht in der Tatsache, dal BELL
A = +1, B = +1 verlangt, CHSH jedoch nur |A|,|B| < 1. Dies trigt den
Féllen Rechnung, in denen der Detektor nicht anspricht.
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5.6 Nichtlokalitit ohne Ungleichungen

Beiden Ungleichungen ist gemein, dafl sie Ungleichungen fiir Erwartungs-
werte sind. Um sie zu messen, benttigt man eine Anzahl n von z.B Sin-
gulettzusténden. Eine einzige Messung sagt noch nichts aus. Daher kann
die Ungleichungen auch nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit (siehe
AspEcTs Experiment oben) widerlegt werden. Einen andern Weg beschritt
MERMIN, der drei zusammengesetzte Systeme A, B, C(laire) mit Spin s = %

betrachtet. Der Singulett-Zustand ist nun GHZ-Zustand (s. S.30)
1

) = \/5(|000> - [111))

1
0
|000) — |111) = [0)a®|0)p®[0)c — |DNa@ | D)p®|1)c =
N WA W S s A
Ha Ho Ho Ho Ha Hao 0
—1

8—dim

0 -1
0—¢) (0—@) 1 0
} ® ) =
(2 0 B 7 0 c 0 1
-10 4x4
—1
1 0
0 -1
1 0
A _B _C _
0,0,0, = 0 _1
1 0
-1
1 0 8% 8

(alle Leerstellen = 0)
Der Zustand [¢)gpz dndert sich unter der Wirkung dieses Operators nicht:

A | B | C | state;, | stategy, Grofle Wert
or oy |oy | [¥) | =) [mimym{ | 1
oy | 0z | Oy |1) = |¢) mé‘mfmg 1
oy oy |oe| ) | =) | mimimg | 1
Oz | Oz | Og W’) = |¢> mfmmBmf -1
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es gilt fiir alle A, B, C: (mAB)2 = 1, (mf’B’C)2 =1, (m}BO)?2 =1.
Daher ergibt eine Multiplikation der ersten mit der zweiten Zeile:

(mZm)(mJmP) =1
Dito fiir dritte mit vierter:
(mim)(mJml) = -1

Der Widerspruch dieser zwei Gleichungen zeigt, dafl es unméglich ist, dafi zu-
gleich m# und m‘y4 ,Elemente der Realitéit® sind: Die Eigenwerte sind nicht
alle drei gleichzeitig vorhanden. Sémtliche Operationen miissen mit Opera-
toren durchgefithrt werden; sie betreffen alle Teilchen eines Ensembles. Eine
Messung iiberfiihrt ein Teilchen in einen Eigenzustand, ihm zugeordnet ist
ein MeBwert. Es hat keine ,,physikalische Realitét®, diesen MeBwert als Pro-
dukt darzustellen und zwischen verschieden gebauten Messungen vergleichen

zu wollen.
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6 Quantenkommunikation/-kryptographie

6.1 Sinn der Kryptographie

Das Ziel der Kryptographie ist es, daf3 Alice eine Nachricht an Bob sendet,
ohne dafl der Lauscher (hier mit Eve?! bezeichnet) die Nachricht abhéren
kann.

6.2 Traditionelle Kryptographie

Einfache Verschliisselungen, die schon in der Antike verwendet wurden:
Transposition KALT — TALK

Substitution Die Buchstaben werden in eindeutiger Weise durch andere
Buchstaben ersetzt, z.B. K—W, L—R, T—M und A—A. Damit wird
aus KALT das Wort WARM.

Diese Codes sind allerdings nicht sicher, da mit statistischen Methoden bei
hinreichender Nachrichtenldnge iiber Buchstabenh&ufigkeiten der Code ge-
knackt werden kann. Schén werden diese Codes in [11] dargestellt.

6.3 Einmalschliissel-Kryptographie

Wiéhrend des ersten Weltkrieges erfanden 1917 beide Kriegsparteien un-
abhingig voneinander die sog. Einmalschliisselkryptographie??. Diese Ver-
schliisselungsform ist unknackbar, allerdings auch sehr unpraktisch.

A und B kennen beide den Schliissel, wobei der Schliissel mindestens genauso
lang wie die Nachricht sein mufl. Wie auch fiir alle folgenden Verschliisse-
lungsarten mufl das Alphabet zuerst in einer universell bekannten Art und
Weise numerisch codiert werden. Hierzu kann z.B. die folgende Tafel dienen:

AlBlC|...lz] [?2].,].
01]02[03|... [26]27[28]29]30

Alternativ kann natiirlich auch der ASCII oder BCD-Code verwendet werden.
Das Alphabet umfafit hier 30 Zeichen (d.h. N = 30). Alice verwendet jetzt
z.B. den folgenden Schliissel:

12 01 18 27 03 23 05 10 21 24
Nun addiert sie den Schliissel mit der Nachricht modulo N:

2

laus dem englischen: eavesdropper
Zengl.: One time pad
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Schliissel |12 01 18 27 03 23 05 10 21 24
Nachricht | U N I V E R S I T Y

21 14 09 22 05 18 19 09 20 25
Ergebnis ‘ 03 15 27 19 08 11 24 19 11 19

Bob, der den Schliissel kennt, kann jetzt die Nachricht durch Subtraktion des
Codes modulo N entschliisseln. Das Verfahren hat aber mehrere Nachteile:

1. Die Schliissel sind sehr lang.
2. Der Schliissel kann nur einmal verwendet werden.

Da die sichere Schliisseliibertragung problematisch ist, kann auch ein langerer
Code verwendet werden, wobei jedesmal ein neues Teilstiick gewahlt wird.
Durch Zusatzprotokolle ist es auch moglich, am Anfang der Nachricht ei-
ne Position in einer frei und eindeutig zugénglichen Quelle (z.B. in einem
Buch) zu kennzeichnen, z.B. einem Lexikon oder einem Roman. Die Posi-
tionsangabe (Seite, Zeile, Spalte) stellt dann den Beginn des Codes dar. Die
Anwendung eines solchen Codes bei Geheimdiensten ist sehr schén auch in
[12] beschrieben.

6.4 Schliissel-Verteilungsproblem

Die sichere bzw. geheime Verteilung der Schliissel kann auf mehrere Weisen
erfolgen:

1. Klassische physikalische Methoden (Ubertragung des Schliissels durch
ein Medium)

2. Ubertragung durch 6ffentliche Schliissel?®

3. Quantenmechanische Methoden

Die klassischen Methoden sind unsicher, d.h. sie konnen abgehort werden
ohne daf} eine der beteiligten Seiten dies nachweisen kann.

Public-Key-Methoden

Die Public-Key-Methode wurde erst 1976 vorgestellt und ist heute ein Stan-
dardverfahren der Schliisselkommunikation. Es wird nicht nur von Banken
und anderen Finanzinstitutionen eingesetzt, sondern wird auch bei normaler

23engl.: public key cryptography
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email mittlerweile in der Fassung von PHIL ZIMMERMANN als PGP?* vielfach
verwendet.

Das Verfahren beruht darauf, daf es in der Zahlentheorie Rechnungen gibt,
die in einer Richtung sehr einfach, in der anderen Richtung dagegen sehr
schwer durchzufiihren sind. Konkret wird hierbei die Faktorisierung grofier
Zahlen betrachtet. Die beiden Richtungen lauten hier am Beispiel:

127 x 229 =7 29083 =7x7?

Alice multipliziert zwei nur ihr bekannte grofie Primzahlen N; und N, und
verdffentlicht das Produkt N; - N,. Bob verschliisselt jetzt mit Hilfe des
Offentlichen Produktes N; - Ny seine Nachricht. Alice kann diese nun leicht
entschliisseln, da sie die Primzahlen kennt wahrend alle anderen erst eine
Primfaktorzerlegung durchfithren miissen. Als Beispiel ist der RSA-Code in
Anhang B vorgestellt.

Dieses Verfahren hat zwei Nachteile:

1. Bei derzeitigen Faktorieralgorithmen skaliert die Rechendauer expo-
nentiell mit der Grofle von Ny - No. Es ist jedoch nicht bewiesen, daf3
es nicht auch schnellere Algorithmen geben koénnte.

2. Fiir (noch hypothetische) Quantencomputer gibt es Algorithmen, die
in polynomialer Zeit das Faktorisierungsproblem lésen kénnen.

Das Problem der Schliisseliibertragung kann jedoch dank der Quantenme-
chanik mit garantierter Sicherheit durchgefiihrt werden. Viele weitergehende
Information zu den hier vorgestellten Schliisselaustauschverfahren findet sich
in [13] und in den dort angegebenen Quellen.

6.5 BB84-Protokoll

Das Protokoll von BENNETT und BRASSARD (s.[14]) hat folgenden Ablauf:

1. Alice prapariert Spin %-Teilchen in Figenzustédnde von x oder z, d.h.
|0)2,1)4, |0), oder |1),, und sendet diese an Bob. In realen Systemen
werden oft Photonen in den Zustdnden | ), | <), | ©O) und | O)
préapariert. Da die Wahl des Zweizustandssystems fiir die folgende Be-
trachtung keine Rolle spielt, wird der Einfachheit halber beim Bild der
Spin—%—Teilchen geblieben.

2. Bob mif}t zufillig ausgewéahlt entweder o, oder o,.

24Infos unter http://www.heise.de/ct/pgpCA/pgp.shtml
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3. Offentliche Diskussion:
Bob und Alice verkiinden 6ffentlich die von ihnen ausgewéahlten Rich-
tungen. Wenn die Richtungen iibereinstimmen, dann stimmen auch die
Ergebnisse iiberein, da perfekte Korrelation vorliegt. Diese Qubits wer-
den akzeptiert. Die anderen Qubits werden ignoriert.

4. Authentification:
Alice und Bob verkiinden o6ffentlich einen Teil der akzeptierten Qubits.
Wenn diese Qubits iibereinstimmen, dann werden die restlichen Qubits
als Schliissel akzeptiert. Sollten sie nicht iibereinstimmen und kénnen
Ubertragungsfehler ausgeschlossen werden, dann wurde ihr Schliissel-
austausch abgehort.

Beispiel:
Qubit | Alice Bob Bob Offentl. Authent. FErgebnis Schliissel
Zustand Richtung FErgebnis Diskus. Authent.

1 0). z 0

2 1), X 1 OK 1
3 11). X 1

4 1), z 1 OK 1 OK

5 10), X 0 OK 0
6 0). X 1

7 1), X 1 OK 1 OK

8 |0). zZ 0 OK 0 OK

9 1), X 1

10 0). zZ 0 OK 0

Der Schliissel ist also sicher {ibertragen worden und lautet 100.

Eve hort ab: Einfache Strategie

Primitives Abhoren bedeutet, dafl Eve einfach mifit. Nehmen wir an, sie
héitte beim ersten Qubit in z-Richtung gemessen. Sie mifit entweder |0),
oder |1),, da Alice den Zustand in z-Richtung prépariert hatte. Mit der
Wahrscheinlichkeit 3 mift sie die falsche Richtung (z.B. z statt 2), mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit miit Bob die richtige Richtung und das Abhoren
fallt auf, d.h. die Wahrscheinlichkeit beim Abhoren eines Qubits erwischt zu

werden ist p = % . % = i. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ Eve die N Qubits nicht

andert, die fiir die Authentifikation ben6tigt werden, betréigt daher (%)N. Fiir
hinreichend grofle N wird Eves Abhoren daher mit Sicherheit nachgewiesen.
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In [13] werden weitere, intelligentere Abhorverfahren vorgestellt, die aber
dennoch detektiert werden konnen.

Praktische Anwendungen dieses Verfahren sind bereits vielfach bei Ubertra-
gungen iiber Glasfaserkabel verwendet worden, vor kurzem ist auch erstmals
die Ubertragung durch Luft gelungen (s. dazu [17]). Daher zeigen Banken und
andere Finanzinstitutionen bereits massives Interesse an dieser Schliisselver-
teilungsmethode.

6.6 E91-Protokoll
Das Protokoll von EKERT [15] hat folgenden Ablauf:

1. Eine Quelle emittiert Paare von Teilchen, die sich z.B. in dem BELL-
Singulett-Zustand [¢~) = %(|Ol> — [10)) befinden. Eines der Teilchen
erhilt Alice, das andere erhélt Bob.

2. Alice und Bob messen unabhéngig voneinander Thr Teilchen in einer
zufillig ausgewéhlten Richtung. Dabei wéhlen Sie einen der folgenden
Winkel zur z-Achse aus:

Alice ¢, =0,%,5
Bob ¢y, =%,5,

3. Offentliche Diskussion:
Alice und Bob geben Ihre Richtungen (d.h. Mefiwinkel) offentlich be-
kannt. Dabei teilen Sie Messungen in zwei Gruppen ein:
e Gleiche Richtung (Schliissel)
e Verschiedene Richtungen (Authentifikation)
4. Authentification:
Die Ergebnisse ihrer Messungen in verschiedene Richtungen werden
noch korreliert sein; dies wurde in Abschnitt 5.5 gezeigt. Sie geben die

Ergebnisse dieser Messungen bekannt und ermitteln die Korrelation
zwischen Thren Ergebnissen:

S = E(d,bs) — E(d,bs) + E(a@,b) + B(a3, bs)
E(C?i,g') = <U&¢Ugj>=—(d}gj), wobel

E(a:27gl) = _1:E(637 2

<

Wenn Thre Kommunikation nicht abgehort wurde, ergibt sich S =
—2¢/2, ansonsten —v/2 < S < /2. Da der relative Fehler mit
geht, 148t sich eventuelles Abhoren sehr schnell ermitteln.

-
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Bei diesem Protokoll betriagt die Wahrscheinlichkeit, dal Bob und Alice in
die gleiche Richtung messen, p = %.

Ob dieses Verfahren praktikabel ist, kann zur Zeit noch nicht entschieden
werden. In [18] wird beschrieben, wie mittels des E91-Protokolls ein Schliissel
einmal um den Genfer-See herum {ibertragen wurde.

Weitere Einzelheiten auch hier wieder in [13].

6.7 B92-Protokoll

Das B92-Protokoll von BENNETT [16] basiert auf einer Messung nicht senk-
recht zueinander stehender Zustinde®®, wie es z.B. bei den sog. GLAUBER-
Zustanden der Fall ist (dies sind kohérente Zusténde des elektromagnetischen
Feldes). In unserem Fall betrachten wir eine zweidimensionale Basis mit

{luo), [ur)}  und  (uolur) # 0, (uoluo) =1, (wrfus) =1

Beifipiele dafiir sind |ug): spin up, z-Achse, |u;): spin up, y-Achse. Diese bei-
den bilden eine Basis fiir alle moglichen Spineinstellungen, ohne orthogonal
zu sein. Eine andere Realisierung sind Photonen, z.B. | ©) und | [) Das
Protokoll sieht nun wie folgt aus:

1. A fiihrt eine zuféllige Sequenz von Messungen durch, z.B. mit End-
zustdnden |ug), |uq), |u1), [uo), |u1), |uo), - - .
2. A sendet die Zustande an B.

3. B mifit nun die erhaltenen Zustinde mittels folgender Operatoren®®:

[} P1 =1- |U,0><U0|
[} PO =1 - |U,1><U1|

4. Da auch B die beiden Operatoren zufillig anwendet, sind folgende vier
Ergebnisse moglich:

e A schickt |ug) = Pilug) = |ug) — |uo){uo|ug) =0
o A schickt |ug) = Pylug) = 1 oder 0**

o A schickt |[u;) = Pilus) =1 oder 0

o A schickt |u;) = Blug) =0

25engl.: non-orthogonal-states measurement

26Hierbei handelt es sich um eine POVM-Messung (s. 4.7)
2TDer Zustand ist Pylug) = |uo) — |u1)(u1|ue) = |ug) — ajuy) mit a € C
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Die Ergebnisse ,,0“ und ,,0 oder 1¢ sollten etwas genauer gefafit werden:
Fiir den Zustand |ug) gilt folgendes: der Erwartungswert des Projektors P;
berechnet sich zu:

(Pr) = (uo|Prluo) = (uo|uo) — (uoluo) (uoluo) =1 —-1=0
Fiir Py ergibt sich:
(Po) = (uo| Poluo) = (uo|uo) — (uo|ur)(uluo) =1 — [({uo|ur)|*

Ahnlich fiir |u,). Fiir Py besteht also die Moglichkeit eines ,,Clicks“ in der Ap-
paratur bei einem einzelnem Teilchen. Das Ergebnis einer einzelnen Messung
ist 0 oder 1. Bei P, hingegen gibt es niemals ein ,,Click*.

A | B || mog. Ergebnis. | Ergebnis | Schliissel
Uo P1 0

uy | Py 0/1 1 1
(A PQ 0

Ug PQ 0/1 0

up | Py 0/1 1 1
Ug P(] 0/1 1 0
Ug P1 0

uy | Py 0/1 1 1
(A PQ 0

Uo P1 0

ug | Py 0/1 0

Alle ,,0-Ergebnisse werden nicht betrachtet. B weif}: wenn der Mefausgang
,Click® ist und der Operator P; angewandt wurde, dann war das Zustand
|uy). Als Schliisselbits werden nun die von A verwendeten Zusténde be-
nutzt. Teile des Gesamtresultates werden verdffentlicht. Es kann nun iiber-
priift werden, ob E (ein eavesdropper) mitgehort hat. Die gesamte Click-
Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus der Addition der beiden Erwartungswerte,
geteilt durch die Anzahl der moglichen Kombinationen:

2

Peojac = 1 (1 — [{uolu1)|?)

N.B.: Dieses Ergebnis 148t sich auch erhalten, indem die Norm der entstan-
denen Zustidnde [1)) = Pylug) ausgewertet wird. Fiir Projektoren ist der Er-
wartungswert namlich mit der Norm der entstandenen Zusténde identisch
(Beispiel fiir |ug)):

(W[Y) = (uo| Bl Pylug) = (uo| Pylug) wegen PT = P, P> = P
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7 Teleportation

7.1 Einfiihrung

Da uns leider kein Heisenbergkompensator vorliegt [27] muBl zuerst geklért
werden, was als Teleportation bezeichnet wird:

Def. 10 Teleportation: Transfer eines unbekannten quantenmechanischen Zu-
standes von einem Ort (A) an einen anderen Ort (B)

.\‘ e
.\‘ -

lp—>
EPR-Quelle

Abbildung 1: Schematische Darstellung von Quantenteleportation

Wie aus der Skizze ersichtlich wird, wird fiir die Teleportation eine Quel-
le benotigt, die BELL-Zustdnde emittiert. Im folgenden betrachten wir eine
Quelle, die zwei Teilchen im Singulett-Zustand (|1p~)) ausstrahlt. Es kann
sich hier wie in Experimenten héufig verwendet um verschrankte Photonen
oder auch um Elektronen handeln. Eines der verschréankten Teilchen erhélt
A, das andere B. A fiihrt eine BELL-Messung mit dem zu teleportierenden
Zustand |¢) und seinem EPR-Teilchen durch. Danach teilt A das MeBer-
gebnis iiber einen klassischen Kommunikationskanal B mit. Offensichtlich
erfolgt dies mit Unterlichtgeschwindigkeit. B kann nun durch eine unitére
Transformation an seinem EPR-Teilchen den urspriinglichen Zustand wieder
herstellen. Wahrend der gesamten Teleportation ist keine Information {iber
den Zustand gewonnen worden; hétte A einfach nur |¢) gemessen, dann wére
die Wellenfunktion kollabiert und B hétte keine Moglichkeit der Rekonstruk-
tion gehabt. Auch ist kein Klonen von Quantenzustéinden moglich, da A bei
der BELL-Messung den urspriinglichen Zustand zerstort.

Sei im folgenden |¢p); = a|0) + b|1) der Zustand, der transferiert werden soll.
Als Kanal dient der BELL-Zustand [~ )93 = %(|0)2|1>3 —11)2]|0)3), der die
zwei EPR-Teilchen (hier mit 2 und 3 bezeichnet) beschreibt. Diese beiden
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Zusténde sind zunéchst voneinander unabhéngig und werden darum durch
einen Produktzustand

[ V)23 = [9)1 @ [P )23

a b
= —(|0)1]0)2]1)3 — 0)1|1)2]0)3) + —=([1)1]0)2|1)5 — |1)1]1)2]0
\/5(\ 2110)2[1)3 — [0)1]1)2[0)3) \/5(\ 2110)2]1)3 — [1)1]1)2[0)3)
beschrieben.
A fiihrt nun eine lokale vollstandige (,POVM*“)-Messung an dem Zustand
der Teilchen 1 und 2 zusammen beschreibt durch. Dazu wird der Zustand
mit Hilfe der BELL-Basis

[ = (\0> [1)2 % [1)1]0)2)

Sl

652 = (\0> 10)2 %+ [1)1]1)2)

Sl

wie folgt umgeschrieben:

al0) +b[1))s
al0) +0[1))s

(a]1) +0[0))s

(a|1) = b]0))s]

12

I
+ | ) 1a(—
+ 107 )12
+ 9" )12

Die Basistransformation erfolgt durch sukzessive Projektionen auf den 1-2-
Unterraum, fiir den ersten Koeffizient ist dies

12007 [ V)23 = —%(a|0)3+b|1)3).

Nachdem der Zustand [¢))193 nun umgeschrieben wurde, kann das Ergebnis
einer Messung an Teilchen 1 und 2 leicht bestimmt werden: A fiihrt eine
BELL-Messung durch, als Ergebnis erhélt sie einen der vier BELLzustéande.
Damit ist der Zustand des Teilchens 3 bei B eindeutig bestimmt. A teilt nun
B klassisch ihr Ergebnis mit. Mittels einer (eindeutigen) unitédren Operation
reproduziert B nun den urspriinglichen Zustand |¢).

MiBt Alice [p~) braucht B nichts zu tun, der neue Zustand des Teilchens
3 entspricht bereits dem alten von 1. Im zweiten Fall wird eine STERN-
GERLACH-Messung vorgenommen, also der Operator o, angewendet. Im drit-
ten Fall erhélt B durch Anwendung von o, und im vierten von o, auf den
neuen Zustand von Teilchen 3 den gewiinschten Zustand. Die Teleportation
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ist komplett.

Die obigen BELLzustdnde sind im Photonenbild Polarisationen. Die Eigen-
schaften des Lichtfeldes sind im quantisierten Formalismus dieselben wie im
klassischen Fall fiir Felder mit grofler Photonenzahl, so dal man die obigen
teleportierten Zustinde wie folgt interpretieren kann (mit |a| = |b] € R,

0)=[ O), [1)=[ O)):

e Fall 1: linear polarisiert, vertikal
e Fall 2: linear polarisiert, horizontal
e Fall 3: linear, vertikal, um 7 gegeniiber Fall 1 phasenverschoben

e Fall 4: linear, horizontal, um 7 gegeniiber Fall 2 phasenverschoben

Die BELLzusténde zu interpretieren und zu messen ist schwieriger.
Wichtige Eigenschaften der Teleportation sind:

1. A besitzt keine Information iiber den Anfangszustand mehr (der Zu-
stand wird nicht kopiert). Der urspriingliche Zustand des Teilchens
ist in einen Teil des BELLzustandes bei A kollabiert. Aus dem BELL-
Zustand 143t sich keine Information iiber den urspriinglichen Zustand
gewinnen (Fidelity = 0,5).

2. Ein Zustand 148t sich nicht mit v > ¢ teleportieren; ohne das Telepho-
nat von A nach B wird B den Zustand nicht rekonstruieren konnen.
Jedoch weil B schon mehr als ,nichts® iiber den Zustand: Die noch
fehlende, klassische Information betrdagt 2 bit. Der komplette Zustand
148t sich als ein Vektor auf der BLocHkugel darstellen, und zur Be-
stimmung eines Vektors auf der Kugel werden mehr als 2 bit (zwei
kontiniuierliche Parameter) benotigt. Es findet also eine Unterteilung
in klassische und nichtklassische Information statt.

3. Die benutzten Operatoren sind sdmtlich linear. Deshalb kann die Tele-
portation auch fiir Gemische benutzen werden:
Befindet sich Teilchen 1 in einem Gemischzustand, so kann es auch
Teilsystem eines grofleren Systems ansehen werden, das sich in einem
reinen Zustand befindet (s. Lemma 2), z.B. zusammengesetzt aus einem
Teilchen 0 und Teilchen 1. Die Teilspur® iiber den reinen Zustand

1
|¢>:ﬁ

- (

(100)01 + [11)01)

)

O NI
Ni= O

28]t. Vorlesung Teilchen 2; mufl aber wohl 0 sein ?
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ist ein Gemisch. Bei einer solchen Teleportation existiert vorher Ver-
schrankung (quantenmechanische Korrelation) zwischen 1 (Quelle) und
0 (Hilfsteilchen), sowie zwischen 2 (dem Uberbringer) und 3 (Ziel).
Durch die Messung werden 1 und 2 sowie 0 und 3 miteinander ver-
schrinkt, und da 0 nicht ndher bekannt ist, wird damit das Gemisch
effektiv von 1 auf 3 iibertragen.

7.2 Separierbare Zustinde

Wie oben gezeigt, werden zur Telportation verschrinkte Zustédnde benotigt.
Diese Verschrankung (quantenmechanische Korrelation) tritt nicht bei Pro-
duktzustdnden und aus ihnen zusammengebauten Gemischen (,separierbare
Zustinde“??) auf: Ein separierbarer Zustand besitzt klassische Korrelation
in Form gleicher (klassischer) Wahrscheinlichkeiten. Z.B. ist eine korrelierte,
separierbare Dichtematrix:

p= Zpa\w,aﬂ?/m,a\ ® [¥B,a) (VB.al

Diese ist aus korrelierten lokalen Operationen aufgebaut:

1. Erzeuge mit der Wahrscheinlichkeit p; den Produktzustand
t1,4) @ [Y1,B)-

2. Erzeuge mit der Wahrscheinlichkeit py den Produktzustand
|W2,4) ® |12,).

3. So fortfahren, bis alle gewiinschten Zustédnde drin sind.

Alle Zusténde in A und in B wurden durch lokale Operationen erzeugt (z.B.
von [i1) +— [19) in A bzw. B).

Eine andere Facette dieses Sachverhaltes ist durch die Tatsache gegeben,
daf der verschrénkte BELLzustand [¢p) = %(|00> +]11)) die Dichtematrix

|1 (] besitzt. Diese ist jedoch ungleich der Dichtematrix

p= %|00><00| + %|11><11| — %(|O><0|A ® |0)(0]5 + [1){1]a ® [1)(1]5)

7.3 Ubertragung von Verschriinkung

Die im folgenden vorgestellten Gedankengénge entstammen [19], [20] und
den darin zitierten Arbeiten.

29engl. seperable state
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> ©
o O
> OO
o OO

Abbildung 2: Vor Alice Operation
Abbildung 3: Nach Alice Operation

Am Anfang besitzen A und B wie in 2 gezeigt zwei korrelierte Quantenpaare.
Die Aufgabe besteht nun darin, daf} durch lokale Operationen von A der
Zustand in Abbildung 3 realisiert werden soll, d.h. da die Teilchen von A
und B nicht mehr miteinander, sondern untereinander korreliert sind. Hierbei
kann z.B. die Vorstellung helfen, daf§ A ein gut ausgestattetes Labor besitzt
und leicht gemeinsame, verschrankte Zustdnde manipulieren kann, wahrend
B nicht iiber diese Mo6glichkeit verfiigt.

Im folgenden werden einige Anfangssituationen und die méglichen Verschrén-
kungen beschrieben.

1. Idealer Fall: Alice und Bob haben zwei Singulett-Paare:
Die Wellenfunktion jedes einzelnen Teilchenpaares ist also

1
ﬁ

und somit die Gesamtwellenfunktion

[W7) = (10)[1) = 11)]0))

v) = % [100)[11) + [11)]00) — [01)[10) — [10)[01)]

Alice fithrt nun eine BELL-Messung durch, d.h.

EOATI) = 1) ag s (<1105 + 01)5) = Flalu s mit
1

NG (|01) —[10)) bzw.
POATE) = Sl s

Y7 )a =

Mit der Wahrscheinlichkeit P+ 4+ = i, so dafl nach der Messung Bobs
Teilchen im Zustand |¢*), |¢F) sind, obwohl die Lichtkegel seiner bei-
den Teilchen verschieden sein konnen und sie keinerlei Wechselwirkung
unterlagen.
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2. Alice und Bob teilen sich zwei Paare in verschiedenen Zusténden, von
denen einer noch Singulett ist:
Die Zustande der beiden Teilchen sind damit also
1
= —(|0)[1) —|1)|0
) \/ﬁ(l Y1) —[1)[0))
)2 = c0s(0)[0)[1) —sin(©)[1)[0).

Im Fall cos?(0) = sin*(0) = 1 ist dies wieder Fall 1. Jetzt ist somit der
Gesamtzustand

1 .
|U) = ﬁ[cos(@)]00>|11> + sin(©)[11)|00)
— cos(0)]01)|10) — sin(O)[10)|01)]

Jetzt fithrt Alice wieder eine ideale BELL-Messung durch:

U)WIE) = [ )ag [ cos(©)[10)5 + sin(©)[01) 5
= Al ©)s  und
PO = [0y [cos(©)[10)5 + sin(©)[01) 5

Hierbei ist Pyt () 4t (o) = 1 und E(¢*) = E(¢*) = E, da alle SCHMIDT-
Koeflizienten identisch sind.

3. Alice und Bob teilen sich zwei gleiche, nicht-Singulett Zusténde:

[)12 = cos(0)]0)|1) —sin(©)|1)]0) und damit
|U) = cos?(0)[00)|11) + sin?(O)[11)]00)
— cos(©) sin(O) (|01)]10) + |10)|01))

Jetzt fithrt Alice wieder eine ideale BELL-Messung durch, d.h. mit

l¢F) = %(|00>i]11>) und
) = i wird z
W) = \/5(|01>i]10>) d z.B.
* * = + i — CoS sin
[pF) A= Y) = |y >A\/§[ (©) sin(©)] (|10) £ [01))

= 7 [cos(©) sin(©)] [¢) al¢*)

Hierbei ist P+ = sin®(0)cos?(©) die Wahrscheinlichkeit fiir diesen
Zustand. Dies wird noch in Abschnitt 8 im Detail betrachtet. Hier soll
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lediglich angemerkt werden, dal Verschrénkung &hnlich wie Energie
nur transferiert, aber nicht erzeugt werden kann. Entsprechend ist

_ _ o1 2 . o
[0 )alo™[¥) = o >Aﬁ [cos?(©)[11) p — sin*(©)]00) 5]
N? = % [cos*(©) + sin*(©)] Normquadrat

Es kann gezeigt werden, dafl Ey;,,(0) < E. Das Quadrat der Norm
gibt zugleich die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Zustand an, d.h. Py~ =
1 [cos*(©) + sin*(©)]. Die Wahrscheinlichkeit fiir hoher verschrénkte
Zusténde ist daher klein.

Ein (experimentaltechnisches) offenes Problem ist die Frage, wie eine
BELL-Messung durchgefiihrt werden kann. Bei den héufig verwendeten
Photonen miissen nichtlineare Medien verwendet werden, die aber erst
bei hohen Intensitdten nutzbar sind und nicht wie benétigt bei einzel-
nen Photonenpaaren. Daher kommen nur lineare optische Elemente zur
Anwendung. In [21] und [22] wird das fiir diesen Fall (leider) relevante
Theorem bewiesen:

Theorem 9 No-Go-Theorem:
Es ist unmaoglich, komplette BELL-Messungen bei Photonen durchzu-
fiihren, ohne nichtlineare optische Element zu benutzen.

Hierbei stehen ,lineare optische Elemente“ fiir eine Klasse unitérer
Operationen. Es bleibt die Frage, ob es mdoglich ist, Messungen an teil-
weise verschrankten Zustédnden durchzufiihren.

. A und B teilen sich zwei Singuletts (unvollstéindige BELL-Messung):
Wie im ersten Fall teilen sich A und B zwei Singuletts:

1
¥) = ﬁ(\0>\1> = 1]0))

aber in diesem Fall mifit Alice

cos(0)]01) —sin(©)[10) = \1/~7>A
sin(©)]01) + cos(©)|10) = |1{J+>A
cos(0)]01) —sin(O©)[10) = \QNT)A
sin(©)|01) + cos(©)]10) = |pT)4
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Hierbei handelt es sich nur um ein Beispiel! Es konnte sein, dafl es noch
bessere Moglichkeiten gibt. Die Verschrankung betriagt jetzt

E = E(})=E®})
= —cos*(0)log(cos?(0)) — sin*(O) log(sin*(O))

Eine Projektion auf den Singulett-Zustand ergibt nun

VYAl IE) = [ [eos(©)]10)5 — sin(©)]01)

Die Wahrscheinlichkeit fiir jeden BELL-Zustand betrédgt auch hier
P¢i:P¢i:i. Bob verfiigt jetzt iiber einen Zustand mit der Verschran-
kung FE. Dieses Ergebnis sollte nicht mit idealen sondern mit realen
Messungen verglichen werden.

7.4 Dichtes Quantencodieren

Dichtes Quantenkodieren®® wurde von [23] vorgestellt. Die Idee ist hierbei,

in einem Qubit zwei bits zu codieren bzw. in n Qubits 2n bits. Alice sendet
hierbei ein Teil eines verschrankten Paares an Bob, der darauf einige lokale
Operationen anwendet und danach Alice das Teilchen zuriicksendet. Schlief3-
lich fithrt Alice eine BELL-Messung durch. Die vier moglichen Ergebnisse
konnen als die zwei iibertragenen Bits verstanden werden.

Protokoll:

1. Alice prapariert ein Singulett
1

7 (10)al1) s = [1) 4|0) )

V") aB
2. Bob fiihrt eine lokale unitiire Operation durch3!:

i B _ B _ . B .
Ug = Upla,B,7)=e "¢ iBoy g=iv0: mit

W}(O‘? 57 7)> = UB‘w7>A,B

30engl. Quantum Dense Coding
31Stimmen die Winkel ?
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Insbesondere sind die Zustande

$(0,0,00)a = [¥ 7 )aB
|4(0, 0, g»A,B = ((cos (g) 1 —isin (g) az> W ) am

= (10)[1) +[1)]0)) ~ [ ") an

0))as = —io)¥—)as ~ |6 )an

ap = (—V)ofol W ap~ol[0 Y as ~ |0 )as

3. Alice fiithrt eine BELL-Messung an beiden Teilchen durch. Da bei dieser
BELL-Messung vier Ergebnisse moglich sind, hat Bob ihr also zwei bit
an Informationen iibertragen. Ein gegebenenfalls lauschender Eve kann
diese Information nicht decodieren, da sie nicht iiber Alice Teilchen
verfiigt und daher bei der Spurbildung iiber Alice-Raum die Informa-
tion verloren geht.
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8 Purifikation und Destillation

Die Gewinnung von reinen Zusténden wird als Purifikation, die Erhéhung
der Verschrinkung wird als Destillation bezeichnet. In der Literatur werden
diese Begriffe jedoch oft vermischt.

Die grundlegende Idee besteht darin, dafl fiir Anwendungen (z.B. Telepor-
tation) reine und maximal verschrankte Zustinde benotigt werden, experi-
mentell jedoch nur gemischte (und damit per Definition nicht vollstandig
verschriinkte) Zustédnde vorliegen.

8.1 Purifikation unter Benutzung von POV Ms

Hierbei wird das Experiment auf lokale Operationen und klassische Kommu-
nikation beschréankt. Wie auch im vorherigen Kapitel sind dies die einzigen
erlaubten und ,billigen“-Operationen.

Wird z.B. der Zustand mit der Dichtematrix

p = FO) [+ 0 -FAnQal  Fe[0,1]

betrachtet. Hierbei ist F' = Spur (p|y ™) (10~ |) die Fidelity. Betrégt sie 1, dann
handelt es sich um den maximal verschrinkten Singulett-Zustand. Betrachten
wir hierfiir die CHSH-Ungleichungen

-

Lad) = LB =2dH="

E(d,@)|  mit

Hierbei liegen alle Winkel in einer Ebene, wobei die Benennung in mathema-
tisch positiver Richtung erfolgt. Dann kann gezeigt werden, dafl
S = F-S@ )+ (1—F)-S(11) =2v2F +V2(1 - F)

betragt. Der Fall S > 2, d.h. die Verletzung der CHSH-Ungleichung erfolgt,
sobald 1 > F > /2 — 1 erfiillt ist.

Nicht nur aus diesem eher theoretischen Interesse heraus ist die Destillation
interessant, sondern z.B. in Fillen, in denen Quantenzustinde gespeichert
werden sollen. Ein Zustand |11) entspricht z.B. einer Zweiphotonenanregung
in einem System, die erheblich schneller dissipiert als die in [1)~) enthaltenen
Einphotonenanregungen.

8.2 POVM aus einem abstrakten Blickwinkel
Def. 11 POVM is ein Satz V; von Operatoren, so dafs ZV;TVi =1. DieV;

sind nicht notwendigerweise hermitesch, aber VZ-TVi = O; ist eine Observable.
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Insbesondere ist > O; = 1. Daraus folgt V; = /O, fiir O; > 0. Nach der
Messung betrigt die Dichtematrix

VipV!
Spur (V;pW)

Def. 12 Lokale POVM fiir zusammengesetzte Systeme sind POVM V; =
VAR VE fir jedes i.
Fidelity:

p =

F o= Spur(pl¢)(¥7]) = (47 1ol <1
Jetzt wird eine POVM-Messung durchgefiihrt mittels
01" = al0)ap(0l +(1-a)ap(ll a20
0% = (1-a)[0)ap(0] +all)ap(l]
Iy, = O +04 V;A:\/Oif und
Vit = val0)a{0] + V1 = al1)a(1]
Der Zustand nach der Messung von O{' ® O wird durch die Dichtematrix
;e VPV e (VP)
Spur (O ® OF)p)

beschrieben. Hierbei ist3?
Spur (O ® OPp) = Fa(l—a)+ (1 - F)(1—a) und somit
;. Fo—o)[Y7) (@7 + (1= F)(1L - a)*[11)(11
P Fa(l—a)+ (1— F)(1—a)?
Falp™) (7| + (1 = F)(A = o)[11)(11]
Fa+(1-F)(1-a)

Damit geht die neue Fidelity

Fo
Fo= 1 fall 1
Fat(1-F)(1—a) e

1
F > F fallsoz>§

Dies ist klar, wenn die streng monotone Stetigkeit betrachtet wird und durch
explizites Einsetzen 1 als Fixpunkt identifiziert wird. Allerdings geht die
Wahrscheinlichkeit fiir solche Zusténde

P = [Fa+(1-F)1-a)](1—-a) — 0mit a — 1.

32hier fehlt noch was ?
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8.3 Purifikation unter Benutzung von Control-NOT
Operationen

Dieser Abschnitt basiert auf [24], [25] und [26]. Wir betrachten einen Zustand
mit der Dichtematrix p, der (¢"|p|tp~) = F > 1 erfiillt. Alice und Bob teilen
sich Paare einer Quelle die durch p beschrieben wird.

Prozedur:

1. Zufillige bilaterale Rotationen:
A und B fiithren die gleichen lokalen und zufélligen Rotationen von
p durch. Dabei bleibt |¢)~) invariant wihrend die orthogonalen Un-
terrdume ,,durcheinander gewirbelt“ werden.

0) — |0") = cos(© )|0>+6w$in(@)|1>

1) — |1') = —sin(0)]0) + €' cos(O)|1) und damit
7)) — e¥YT)

) — %cos(@) sin(©) (|00) + e*#|11)) +%ei¢|@/}+)

67 = <5 (00) +e11)

+ 1 2 .2 20 Lew +
lo7) — ﬁ(cos (©) —sin*(©)) (|00) — e \11>)+\/§ 1)

Nach dieser Operation betriagt die Dichtematrix
po = FW L+ (F50) Dbt + fon)o ]+ lon) ot
= (F- ) o+ 55

Dieser Zustand wird WERNER-Zustand?®? genannt.

2. Unilaterale PAuLI-Rotation:
A wendet o, an & [¢pE) — |pF).

3. Bilaterale C-NOT-Operation:
Alice und Bob nehmen zwei Paare vom Teilchenensemble und wenden
auf diese Paare die C-NOT-Operation an. Bezeichnet Alice ihre Teil-
chen mit Ay, A und Bob seine mit B;, By, wobei Teilchen 1 jeweils als

33Deutscher Physiker aus Braunschweig
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Quell-, Teilchen 2 als Zielteilchen bezeichnet wird, dann ist die Dichte-
matrix

A1,B As,B
po= Py @ Pl

Die Wirkung der Control-NOT-Operation auf Zustédnde betrégt

C-NOT|0)4,]0)4, = [0)4,]0)a,
C-NOT|[0) 4, 1) 4, = [0)4,[1)a,
C-NOT|1) 4,100 4, = [1)a,|1) 4,
C-NOT|1) 4, 1) a, = [1)4,|0) 4,

Offensichtlich kann die Abbildung durch eine unitére Transformations-
matrix beschrieben werden, sie ist also reversibel. Dies prédestiniert
sie zu einem universellen Gatter fiir einen Quantencomputer. Fiir die
BELL-Zusténde ergibt sich:

Anfangszustinde | Endzustédnde
Quelle Ziel Quelle | Ziel

¢ ¢F o | ot
¢ ¢ A

Zum Beispiel ist

C-NOTIgH) @ [67)2 = CNOTZ[0)4]0)5, £ [1)4,11) 5,
® [|0>A2|0>32 + |1>A2|1>B2]
_ % [100)1]6%) & [11)1]6+)]

+
= |¢ >A17Bl|¢+>A27BQ'
Die anderen Kombinationen werden entsprechend berechnet.

. Messung;:
A und B messen 072 bzw. o2 ihrer Zielteilchen. Sie teilen sich die Er-
gebnisse mit und behalten die Quellpaare falls das Ergebnis bei beiden
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Messungen gleich ist (d.h. die Richtung des Zielteilchenspins). Andern-
falls iibergehen sie ihr Quellpaar. Dies bedeutet, dafl sie ihre Dichtema-
trix auf den Raum ¢* des Ziels projezieren bzw. ihren Eingangszustand
auf den Unterraum {¢* ® ¢*, v+ @ ¢*}.

Frage: Wie grof} ist die Fidelity F' = (¢™|pg|¢p™)?

e mit P = F? war der Ausgangszustand |¢T)|¢T ),

e mit P = @ war der Ausgangszustand ¢~ )1|¢™ )
e mit P = @ war der Ausgangszustand |¢T);[¢™),
e mit P = @ war der Ausgangszustand [¢)*)[1p%),
F' = % mit
P,
P, — 24 (1 —9F)2 +2F(13_ F) +4<1 —9F)2

Hierbei ist P, die Wahrscheinlichkeit einer positiven Projektion. Falls
F>Z1ist F'>F.

. Unilaterale PAULI-Rotation mit o:

1—F

psr — py- = F U)W+ ()

Mittels Iteration kann F’ nun beliebig nahe an 1 gebracht werden, d.h.
eine , perfekte Fidelity” erreicht werden.
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9 Quanten-Rechnen

Dieser Abschnitt orientiert sich an [30], weitere Informationen z.B. in [28]
und [29].

9.1 Klassisches Rechnen

Im folgenden sollen wichtige Begriffe des klassischen Rechnens definiert wer-
den.

e Rechnen ist ein physikalischer Prozef}, der ein Fingabe in eine Ausgabe
transformiert. Im folgenden wird mit klassischem Rechnen diejenigen
Rechenvorgénge bezeichnet, die rein mit klassischen physikalischen Ge-
setzen beschreibbar sind und nicht quantenkohérente Prozesse benut-
zen.

e Algorithmen kénnen als langsam oder schnell eingestuft werden. Dafiir
wird mit der Schrittanzahl n, und der Eingabegroie N (in bits) noch
die Grofle n; = log, N definiert. Ferner bezeichnet im folgenden

Poly (z,m) = Zaixi a; € R, m < oo

Schnelles Rechnen: Erfiillt der Algorithmus die Bedingung

n, < Poly(n; k)~ O(nf)

7

fiir ein beliebiges aber festes k£, dann heifit er schnell bzw. Mitglie-
der der Klasse P.

Langsames Rechnen: Gilt fir jedes & > 0 n, > Poly (n;, k) (fir
n; — 00) so heifit der Algorithmus langsam (skaliert exponenti-
ell) oder Mitglied der Klasse NP. Der Beweis, das ein gegebender
Algorithmus zur Klasse NP gehort ist im allgemeinen schwer zu
fithren. Algorithmen, bei denen dieser Beweis gelungen ist, werden
daher als Mitglied der Klasse NP-komplett bezeichnet.

Beispielhaft sei hier das Problem des reisenden Geschéftsmanns er-
wéhnt. Hierbei geht es um die Frage, was der kiirzeste Weg zwischen N
Punkten in einer Ebene ist, wenn jeder Punkt einmal erreicht werden
muf}. Dieses Problem gehort zu der Klasse NP-komplett. Durch Ge-
genbeispiele (d.h. Algorithmen mit polynomialer Laufzeit) kann aber
gezeigt werden, dafl bereits bei geringen Zusatzannahmen das Problem
zur Klasse P gehort.
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Als weiteres Beispiel sei die sequentielle Addition (Ziffer fir Ziffer)
zweier Zahlen N; und N, mit n; Ziffern betrachtet. Offensichtlich ist
n, < O(n;) < O(ng).

Y

Im Gegensatz dazu bendtigen eine (naive) Faktorisierung, bei der ein-
fach die Zahl M = My - My durch 1,..., vV M geteilt wird,

logo (M)

ne ~O(VM)=0(2"% )=0(27).

Ist hierbei allerdings z.B. M; bekannt, dann kann das Problem in po-
lynomialer Zeit gelost werden.

Wichtig ist daher immer, zwischen der Klasse eines Problems (z.B. Tra-
velling Salesman) und der Klasse eines Algorithmus (z.B. Faktorisie-
rung) zu unterscheiden. Wenn ein Problem in der Klasse NP-komplett
liegt, dann kann es keinen Algorithmus in der Klasse P geben. Liegt da-
gegen der Algorithmus in der Klasse NP, dann bedeutet dies nicht, daf3
alle Algorithmen in dieser Klasse liegen. Ein schones Beispiel hierfiir
ist SHORs Faktorisierungsalgorithmus (s.11.1).

Unwverselle Computer sind Rechner, die jede mégliche Rechnung durch-
fithren konnen. Sie stellen eine Abstraktion von der konkreten Hard-
ware dar; so ist der mechanische Rechner von CHARLES BABBAGE
natiirlich ganz anders zu programmieren als der der erste elektroni-
sche Rechner von KONRAD ZUSE, welcher sich in der Programmierung
selbst wieder grundlegend von einem modernen Rechner mit z.B. einem
Alpha-Prozessor unterscheidet.

Universelle Computer verfiigen iiber
— bits, das sind (klassische) Register die die Werte 0 und 1 aufneh-

men konnen. Hiermit kann jede Zahl codiert werden, z.B. 23 =
10111 unter Benutzung des Binérsystems;

— Gatter, z.B.
AND
NOT I O
11O 00| 0
01 01| 0
110 10| 0
11]1

— universelle Gatter, die aus endlich vielen Gattern aufgebaut sind
und die jede denkbare Berechnung durchfiithren kénnen.
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9.2 Quantenrechnen

Auch hier sollen im folgenden zuerst die Begriffe geklart werden:

e Quantenrechnen ist ein quantenphysikalischer Prozef3, der Fingaben in
Ausgaben transformiert. Hierbei konnen Quantenphédnomene wie Su-
perposition, Verschrinkung etc. verwendet werden; da die klassische
Physik als Grenzfall in der Quantenphysik enthalten ist, ist diese De-
finition des Rechnes weiter, ein Quantenrechner kann auch klassisch
rechnen.

e Eingaben/Ausgaben werden durch Zusténde eines physikalischen Sy-
stemes repréasentiert, z.B. durch Basiszusténde |0), |1),...,|N),.... Ei-
ne Zahl kann dann z.B. mittels N — |N) codiert werden.

e Jdeales Quantenrechnen beschréinkt sich auf diejenigen datenverarbei-
tende Operationen, die durch unitdre Operatoren beschrieben werden
kénnen. Dies ist natiirlich eine Idealisierung. Sie ist aber insofern niitz-
lich, als da hiermit die prinzipiellen Vorgehensweisen beim Quanten-
rechnen gut beschrieben werden kénnen.

Problematisch ist z.B. die AND-Operation, da sie vom H,4 auf den H,
abbildet. Als weiteres Beispiel sei die nicht unitédre Paritédtsoperation

betrachtet:
0) — |0)
I — 1)
2) — |0)
13) — 1)
Dieses Problem kann durch Hinzunahme der Umgebung umgangen wer-
den:
10)[0) — [0)]0)
[1)10) — [1)[1)
12)[0) — [0)[1)
13)[0) — [1)]0)

e QQuantenparallelitét:

f:{0,...,n} — {0,...,n}
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sei die betrachtete Funktion. Z.B. kann f durch die unitidre Operation

Ul0)[0) —10)17(0))
ulnioy — nlfm)

Um0y —  [n)|f(n))

vermittelt werden. Sowohl die Anfangszusténde als auch die Endzusténde
sind orthonormal, d.h. eine solche unitéire Transformation existiert (auch
fiir f = const). Praparieren wir nun die Quantensuperposition

IR .
|v) = n+1kzzo\k)|0> dann ist
1 n
uw) = nHkZ:O\k)If(k)%

d.h. alle Werte werden simultan berechnet. Allerdings ist die Ausgabe
nicht einfach, im Prinzip sogar unmoéglich, da die Messung die Super-
position zerstort.

Bedingte Dynamik
Einige wichtige Operationen, die auf ein Register wirken, hdngen von
dem anderen Register ab:

U = [0)0|Uy+ |1)(1|U; + ...
Ein Beispiel hierfiir ist die C-NOT-Operation aus Abschnitt 8.3.

Langsames und schnelles Rechnen

Da der Quantenrechner den klassischen Rechner beinhaltet, sind alle
schnellen Algorithmen auch auf dem Quantenrechner schnell. Es exi-
stieren allerdings einige schnelle Quantenalgorithmen, die kein klassi-
sches Gegenstiick besitzten, z.B. SHORs-Faktorisierungsalgorithmus.

Natiirlich konnen nur Probleme der Klasse NP einen schnellen Quan-
tenalgorithmus besitzten.

Als Beispiel sei der DEUTSCH-Algorithmus betrachtet, der hier verein-
facht vorgestellt werden soll. Es werden alle méglichen Funktionen

f:4{0,1} — {0,1}

betrachtet. Dies sind f; = 1, fo = NOT, g3 = 0 und g5 = 1. Die
logischen Tafeln lauten also:
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J1 f2 g1 9o
1|10 1|10 110 1|10
0 1 0] 0 1
1]1 1 110 1)1

Die Funktionen f; und f; sind ausgeglichen, d.h. die Funktion hat ge-
nauso hdufig 0 wie 1 als Ergebnis. Bei den Funktionen ¢; und g, ist
dies offensichtlich nicht der Fall.

Das Problem von DEUTSCH besteht nun in der Annahme, daf3 eine un-
bekannte Funktion h, deren Berechnung sehr langwierig ist (z.B. zwei
Stunden), gegeben ist und innerhalb kurzer Zeit herausgefunden wer-
den soll, ob dies eine ausgeglichene oder unausgeglichene Funktion ist.
Waéhrend ein klassischer Computer die Funktion zweimal berechnen
muf (einmal fiir 0 und einmal fir 1 als Eingabe), wird ein Quanten-
computer nach folgendem Schema an das Problem herangehen:

\
\

> W Un

\
\

> 4 Ua

Es werden zwei Qubits |0) und |1) geladen. Diese werden zuerst einzeln
(lokal) mittels der schnellen Operation (!) U, transformiert:

1
U0y = 50+ 1)
Ual) = ——(oy—|1))  dh

V2
0) @ 1) — Ual0) @ Ual1)

_ %(|0>+|1>)®(|0>—|1>):1 [152)

Uy, wird jetzt mit dieser Superposition als Eingabe durchgefiihrt. Dabei
ist

a®b = (a+0b) mod 2.
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Wenn z.B. h = f; ist. dann ist

Upl0,0) = 10,0)

Unl0,1) = 10,1)

Un|1,0) = |1,1)

Un|1,1) = |1,0) und damit

Unltb2) = %(\0> ®[0) = 0) @ 1) + 1) @ [1) = [1) @ [0))
= %(\0> — 1) @ (10) = [1)) = [¢3)

Abschlieend werden die Qubits wieder lokal zuriicktransformiert:
Ua®@Ualps) = [11)

Analog kann diese Rechnung fiir die anderen drei méglichen Funktionen
durchgefiithrt werden. Es ergibt sich

A(01)) = [11)
f(101)) = [11)
91([01)) = [01)
92(101)) = |01)

Durch Messung des ersten Qubits kann also entschieden werden, ob die
Funktion ausgeglichen ist oder nicht.

Der Originalalgorithmus ist komplizierter, da der allgemeinere Fall von
Funktionen in n dimensionalen R&umen betrachtet wird. Mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit werden die Rechnungen mit dem Quan-
tenalgorithmus exponentiell gegeniiber dem klassischen Algorithmus
beschleunigt.

Universelle Quantencomputer sind eine Abstraktion von der konkreten
physikalischen Realisation. Sie kénnen jede denkbare quantenphysika-
lische Rechnung durchfiihren und verfiigen daher iiber

— Qubits: Elementare Quantenregister, die durch Zweizustands-Sys-
teme realisiert {|0), |1)} sind. Damit kann z.B. die Zahl 23 durch
die fiinf Qubits [10111) dargestellt werden.

— Quantengatter: Elementare unitdre Operationen, die auf Qubits
wirken. Dies konnen z.B. die folgenden Operationen sein:
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I C-NOT
I V(a,p) 0)[0) | 10)]0)
0) | cos(a)[0) — ie™ sin(a)[1) 0)[1) | [0)[1)
1) | ie=* sin()|0) + cos(a)|1) [1)10) | [1)]1)
[DIL) | [1)]0)

— Universelle Quantengatter: Menge von Gattern, die jede denkbare
Berechnung erlauben. Hierbei sind kontinuierliche unitédre Trans-
formationen erlaubt, d.h. die Menge der Gatter kann unendlich
grof} sein. V(a, ¢), C-NOT realisieren eine solche Menge. Beweis
in [30].

Fiir Photonen werden die zwei Gatter V und C-NOT durch Ro-
tationen der Polarisation und Phasenschieber realisiert, beide ex-
perimentell leicht realisierbar.
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10 Fehlerkorrektur

10.1 Klassische Fehler

Als einer der ersten Theoretiker hat SHANNON das Problem der Ubert-
ragung von Informationen {iber verrauschte Kanile untersucht. Die naive
Losungsmoglichkeit die Hardware zu verbessern scheidet oft aus Kosten-
griinden oder technologischen Unzulénglichkeiten aus. Daher bleibt nur die
Moglichkeit, gegen die Fehler ,,anzukdmpfen®. Hierbei besteht die Moglich-
keit durch redundantes Senden von Informationen eine Fehlerkorrektur zu
implementieren.

Im allgemeinen werden zwei Arten von Fehlern unterschieden:

e Speicherfehler - gespeicherte Information wird im Laufe der Zeit einer
zufilligen Transformation unterzogen

e Operationsfehler - Wiahrend einer (Rechen-)Operation tritt ein Fehler
auf

Beide Fehlertypen sind im Ergebnis identisch (inkorrekte Daten), aufgrund
der einfacheren Beschreibung wird die folgende Betrachtung aber nur fiir
Speicherfehler durchgefiihrt.

10.2 Klassische Fehlerkorrektur

An einer Speicherposition sei ein bit (d.h. entweder 0 oder 1) gespeichert.
Mit P(7) wird die Wahrscheinlichkeit, das sich das betrachtete Bit nach der
Zeit T gedndert hat, bezeichnet. P(7) ist eine monoton wachsende Funktion
und sollte P(7) < 1 erfiillen.

Im folgenden werde das redundante Codieren betrachtet. Hierbei wird jedes
Bit z.B. durch drei bits beschrieben:

0 — 000
1 — 111

Die dreibit-Sequenzen (bzw. allgemein n-bit-Sequenzen) werden Codeworter
genannt.

Die Wahrscheinlichkeit, dal nach der Zeit 7 ein Fehler aufgetreten ist, be-
tragt unter der Annahme, daf§ P(7) fiir jedes , physikalische bit* statistisch
unabhéngig ist:

e Kein Fehler: (1 — P(7))3
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e Fehler in einem bit**: 3P(7)(1 — P(7))?
e Fehler in zwei bits: 3P?(7)(1 — P(7))
e Fehler in drei bits: P3(7)

Die Fehlerkorrektur erfolgt jetzt durch ,, Abstimmung*:
3 bits identisch: Keine Korrektur durchgefiihrt.

1 bit anders: Dieses bit wird auf den Wert der zwei anderen gesetzt.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ diese Mehrheitsentscheidung tat-
sichlich das richtige Ergebnis liefert®?

qu_(orr — (1—P7)3+3(1—P7-)2PT — 1—3P3+2P3

Wihrend ohne Fehlerkorrektur die Wahrscheinlichkeit fiir ein richtiges Er-
gebnis lautet

1
pukorr — (1 _ Py < Pk falls P < 3

Noch besser sieht die Situation aus, wenn haufig korrigiert und ein langer
Zeitraum betrachtet wird. Wachst zum Beispiel die Fehlerwahrscheinlichkeit
linear, d.h. P, = ¢ und korrigieren wir N mal in der betrachteten Zeit, d.h.
T= %, dann ist

N
. ct\ 2 A\’ Neoo 32\ Nooo
= s () v 2) ] 2 (22) 2

10.3 Quantenfehler

Wie im klassischen Fall konnen Speicherfehler und Rechenfehler (Operations-
fehler) unterschieden werden. Ist der Quantencomputer mit Spins realisiert,
dann koénnen die Spins umklappen, d.h. der Zustand

) = col0) + 1)
geht nach einer Zeit 7 iiber in den Zustand
o) = co|l) + ¢1/|0)

Auch ein Phasenverschub ist moglich. Verschiebt sich die Phase um 7, dann
geht [¢) iiber in

0:|Y) = cof0) — c1[1)

34es gibt drei Moglichkeiten: 000 — 001, 010 und 100
35Bei Fehlern in zwei oder drei Codierbits versagt natiirlich die Korrektur

72



10.4 Quantenfehlerkorrektur
Codierung und Fehlerwahrscheinlichkeit
Um Umklappprozesse korrigieren zu kénnen, kann folgende redundante Co-
dierung verwendet werden
0)r — 000)
1), — [111)

wahrend bei Phasenverschub um 7 folgende redundante Codierung sinnvoll
ist:

1
0L — [+++) \i>=ﬁ(\0>i!1>)
D — |=—=) dao:|+) =[F)

Im folgenden betrachten wir zunéchst nur Umklappfehler.
Die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler betrégt vor der Korrektur

e (1 — P.)3 daB kein Fehler aufgetreten ist.
e 3x (1 — P,)*P; daB ein Spin umgeklappt ist.
e 3x (1 — P,)P? dafl zwei Spins umgeklappt sind.
e P32 daf alle drei Spins umgeklappt sind.
Die Fehlerkorrektur lauft nun in folgenden Schritten ab:
e Zuerst erfolgt eine Messung mit
P = 000){(000| 4 [111)(111]

Ist der Messausgang positiv, dann ist kein Fehler aufgetreten und das
Verfahren ist beendet. Ansonsten

e crfolgt eine Messung
P = |100)(100] + |011)(011].

Ist diese positiv, dann wird der Fehler durch Anwendung von ¢! korri-
giert. Bei negativem Ergebnis
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e erfolgt eine Messung
P = 010)(010] + [101)(101].

Ist diese positiv, dann wird der Fehler durch Anwendung von o2 kor-
rigiert ansonsten mufl der Fehler im dritten Bit aufgetreten sein und
daher wird o2 zur Korrektur angewendet.

Die Wahrscheinlichkeit, dafl die Korrektur erfolgreich war, betréagt

1
Pkorr _ (1 . PT)3 + 3PT<1 _ PT>2 > (1 — Pq—) falls PT 5 5

Wichst die Fehlerwahrscheinlichkeit z.B. linear mit der Zeit, d.h. P, = c71
und korrigieren wir N mal in der Zeit ¢, d.h. 7 = % dann betragt die Wahr-
scheinlichkeit fiir ein korrektes Resultat

ct 2 ct N\
pror = 1-3P2+2P YV~ |1-3(= 2 =
t ( 3 T_'_ T) 3 N _'_ N

£\2 (ct)?
N—oo 673(%) N _ 6_3‘3T N—oo 1

Allgemeiner Fall

Wiéhrend die Fehlerkorrektur problemlos fiir einen der Fehlerfille (entweder
Spinumklapp oder Phasenverschub um 7) funktioniert, ist der allgemeine
Fall etwas komplizierter. Die Uberlegungen hierzu entstammen [31], [32] und
[29]. Die Idee besteht darin, das System in einen grofieren HILBERTraum
einzubetten, so daf die verschiedenen Fehlermoglichkeiten auf jeweils andere
Unterrdume abgebildet werden.

Im folgenden gibt k& die Anzahl der Qubits im urspriinglichen System (im
Hilbertraum H; mit der Dimension 2¥) an, wihrend n die Anzahl der zum
codieren verwendeten Qubits (im Hilbertraum H mit der Dimension 2") be-
zeichnet.

k Qubits — n Qubits

Alle méglichen Operatoren, und damit auch die Fehleroperatoren®®, lassen
sich in PAULImatrizen entwickeln. Damit ist ein allgemeiner Fehler

J1---J7 7
AL = E Cal e CakEal...c% kf S k
Q..
Fivdk o g gde % i 7 G fil £
e = oLl od Jm # Jn fir n £#m

36hier werden nur unitéire Fehleroperatoren betrachtet
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Hierbei ist o) = 1%, o; € {0,1,2,3} und ¢; € C. Die Summe liuft iiber alle
moglichen Anordnungen von oy ... aj.
Wie viele mogliche Fehler gibt es maximal?

k
! )
Z\?’/(n l)'l' = N(n)
=0 (a) N —
(b)

Es wirken zwischen 0 und k Operatoren, an jeder dieser Positionen wirkt
einer der PAULI-Matrizen, daher gibt es bei [ Operatoren jeweils (a) 3!
Verteilmoglichkeiten der PAULI-Operatoren auf die Pliatze. Da insgesamt n
Plétze zur Verfiigung stehen geht in (b) noch die Zahl der méglichen Anord-
nungen der [ Fehleroperatoren auf die n Plétze ein.
Soll das Bild unter zwei verschiedenen Fehleroperationen in jeweils zwei or-
thogonale Unterrdume von ‘H abgebildet werden, mufl H iiber geniigend
Zustande verfiigen, d.h.

2°N(n) < 2" = dim(H)
Ist z.B. kK = 1, dann ergibt sich durch Einsetzen in die obige Formel, daf}
2' % (1+3n) <27
sein muf}. Dies wird ab n = 5 erfiillt.
Damit ergibt sich fiir die Fehlerkorrektur folgendes Verfahren:
1. Das System von k Qubits wird auf H abgebildet: H;, — K(Hy) C H

2. Ein Fehler bildet K (H ) mittels Az auf einen anderen Unterraum von
‘H ab. Nach Konstruktion ist der Unterraum eindeutig einem Fehler-
operator A zugeordnet.

3. Durch sukzessive Projektion auf die einzelnen Unterrdume von H wird
der Unterraum ermittelt, in dem sich das System befindet. Da alle
Unterrdume orthogonal zueinander sind, wird nur in einem Unterraum
ein positives Meflergebnis erzielt.

4. Da alle PAULI-Operatoren idempotent sind, kann durch erneute An-
wendung des (jetzt bekannten) Fehleroperators der Fehler riickgéngig
gemacht werden (d.h. es wird wieder in den urspriinglichen Unterraum
zuriickprojeziert).

Schematisch:

o) T K () T ALK () S ALK () = K ()
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11 Quantenalgorithmen

11.1 Shors Faktorisierungsalgorithmus

Neben der Originalarbeit von SHOR wird in [28] sowie in [36] der Algorith-
mus vorgestellt. Die mathematischen Beweise konnen géngigen Lehrbiichern
tiber Zahlentheorie entnommen werden, z.B. [33] oder dem eher populdrwis-
senschaftlichen [34].

Theorem 10 Sind p, ¢ Primzahlen mit N = pq und a € N, a < N eine
Zufallszahl die 1 = ggT (a, N) erfillt*™ und

fan(x) = a® mod N reN

eine (offensichtlich) periodische Funktion mit der Periode r, dann gilt:
Ist r gerade und a? mod N # N — 1

= p,q = ggT(a%il,N)
Hierbei sind folgende Punkte anzumerken:

e Zur Ermittlung des ggT existiert seit EUCLID ein Algorithmus mit
polynomialer Laufzeit.

e Die Zahlentheorie liefert die (nicht triviale) Aussage, dafl bei zufalliger
Wahl P(r gerade) > 1 ist.

e Fiir klassische Computer liefert das Theorem keinen Vorteil, da fiir die
Ermittlung der Periode nur klassische Algorithmen mit exponentieller
Laufzeit bekannt sind. Die besten Algorithmen haben eine Laufzeit von

O (exp(log2 N)%> :

Beispiel
Es soll die Zahl N = 15 = 3 % 5 faktorisiert werden. Wéhle a coprim mit NV,

d.h. a € {2,4,7,8,11,13,14}, z.B. a = 7. Damit ergibt sich fir f715(x) = 7"
mod N folgende Wertetabelle:

T 0
flz) |1

37diese Eigenschaft wird als Coprim bezeichnet

1 2 3 4 5
7 4 13 1 7
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Die Periode r ist also 4 und insbesondere gerade. Ferner ist az = 72 = 49
coprim mit N = 15. Damit sind die Primfaktoren

5,3 = ggT(49+1,15)
Analog lassen sich auch die anderen moglichen Werte fiir a verwenden:

a2 4 7 8 11 13 14
r{4 2 4 4 2 4 2

Offensichtlich sind alle r gerade, allerdings eignet sich 14 wegen 14z = 14
mod 15 = 14 nicht als Startwert.

Quantenmechanisches Ermitteln der Periode

Ist N ~ O(2F) dann wird der Algorithmus mit Hilfe von 2L Qubits, jeweils
in zwei Registern, wie folgt durchgefiihrt:

1. Durch eine unitéire Transformation® wird in dem ersten Register eine
Uberlagerung aller Eingaben erzeugt:

2201

00) — o 3 )0

2. Als néchstes wird die zu f, y gehdrende unitdre Transformation Uy
angewendet:

22L71 22L71

Urge 3 1010 =57 3 la)lfuv(o)

Ist wie oben N = 15, a = 7 und damit L = 4 dann liegt nach diesem
Schritt der Zustand

6—14 (0)1) + [)]7) + 12)]4) + [3)[13) + [4)[1) + [5)|7) + - -- +[255)[13))

3. Durch Messung des zweiten Registers wird ein Zustand herausproje-
ziert. In unserem Beispiel kann beim Messen des zweiten Zustandes
|1), |7), |4) oder |13) auftreten. Wird z.B. |4) gemessen, so lautet der
Zustand:

(12) +16) + |10) + [14) + - - - + |254)) |4)

385, unten fiir die Beschreibung dieser Transformation
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Hétten wir stattdessen |13) erhalten, so lautete der Gesamtzustand
nach der Messung

(|13) +17) + |11) + |15) + - - - + |255)) |13)

Offensichtlich ist die Periode jetzt im ersten Register kodiert. Als néchstes
wird das erste Register gemessen und danach erneut ein Zustand prépa-
riert usw.

Nach einigen Durchldaufen ist dreimal das gleiche zweite Register ge-
messen worden, z.B. |13). Ist bei der jeweils darauf folgenden Messung
des ersten Registers zudem in allen drei Fillen eine verschiedenes Qubit
gemessen worden, z.B. |23), |11) und |3) dann kann die gesuchte Pe-
riode ermittelt werden, indem der gg'T der Differenzen der Ergebnisse
im ersten Register ermittelt werden, in unserem Beispiel ist

geT (23— 11,11—-3) = ggT(12,8) =4

Der Nachteil dieser Methode besteht darin, daff mindestens dreimal
der gleiche Wert im zweiten Register gemessen werden mufl und in
den dazugehorigen Messungen des ersten Registers jeweils ein anderer
Wert im ersten Register gemessen werden muf®. Damit wiichst die
Rechenzeit wieder exponentiell mit V.

Das Problem besteht konkret darin, dafl fiir jeden moglichen Wert im
zweiten Register, die Werte im ersten Register nicht identisch, sondern
um einen Startwert?® verschoben sind, d.h.

92L

(-]
) = €3 |ir+1)
j=0

Hierbei ist £ eine fiir diese Betrachtung unwesentliche Normierungs-
konstante und [ der Offset. Mit [z| wird der ganzzahlige Anteil von x
bezeichnet.

In unserem Beispiel ergibt sich also

Zweites Reg. | Erstes Register Startwert
1 |0)+4)+|8)+. .. +]252) 0
4 12)+]6)+|10)+. .. +|254) 2
7 [1)+[5)+[9)+. .. +[253) 1
13 3)+|7)+[11)+. .. +]255) 3

39Ein weiterer Nachteil besteht darin, daf§ bei der ggT-Bildung auch ein Vielfaches der
Periode r gemessen werden kann
4Oengl. Offset
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Wire der Startwert immer 0, dann konnte schon nach wenigen Mes-
sungen die Periode ermittelt werden.

4. Diskrete Fourier-Transformation

Durch die DFT wird der Startwert in eine irrelevante Phase umgewan-
delt. Die unitiare Transformation der DFT ergibt sich zu

221

1 2wy

UDFT‘SL’> = 2_L exp | 92L |y>
y=0

UDFTZCx|$> = Zéy|y) mit
x y
22l 9
- TTY
CQZQLZep< 22L)m
Teilt r 22F, dann ergibt die DFT bei unserem Zustand*!

22L

l
Uprr|y) = Z Xp<2ﬂj> U7>

Wenn 7 nicht 22% teilt, dann ergeben sich exponetiell abklingende Sei-
tenbénder (s. dazu [36]).

loc| 2 2
loy|

Effizienz des Algorithmus
An zwei Stellen im Algorithmus werden zuféllige Werte betrachtet:

1. Die Wahl von a. Dies ist unproblematisch, da p, ok > % unabhéngig
von N.

2. Die Periode r teilt 22" nicht (der Normalfall). Die entstehenden Sei-
tenbénder bedeuten, daf} die richtige Periode nur mit einer bestimmten
Wahrscheinlichkeit p, ermittelt wird. Da p endlich ist kann durch wie-
derholte Messung auch hier r bestimmt werden.

4lrechts im Ket hoch 2L oder hoch L ?
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Da die Berechnung von f, y ~ O(L?) skaliert und fiir die DFT Algorithmen
mit DFT~ O(Llog(L)) existieren (via Fast Fourier Transformation (FFT))
l4uft also SHORs Quantenfaktoriesiralgorithmus in QF T~ O(L?). Verglichen
mit der klassischen Laufzeit O(exp(L7)) bedeutet dies also eine exponentielle
Beschleunigung.

11.2 Grovers Suchalgorithmus

Auch wenn dieser Algorithmus weniger spektakuléir als SHORs Algorithmus
ist, so lohnt es sich dennoch, den von GROVER in [35] vorgestellten Suchal-
gorithmus néher zu betrachten.

Das Problem besteht darin, ein Element aus einer Menge zu finden. Als Bei-
spiel kann hier die sogenannte Bierdeckelfunktion betrachtet werden: einer
Telephonnummer soll der zugehérige Name zugeordnet werden. Der Quan-
tenalgorithmus benétigt hier O(v/N) = O(2%) Schritte, wobei N die Mchtig-
keit der zu durchsuchenden Menge ist (Anzahl der Eintrdge im Telephon-
buch). Ein klassischer Algorithmus skaliert mit %

Im folgenden werden die Eintréage x = 0, ..., N — 1 betrachtet. Jeder Eintrag
trigt eine Bezeichnung S, (v = 0,..., N — 1). Diese Bezeichnung entspricht
den Namen. Jedem Eintrag ist zudem eine Eigenschaft C, (die Telephon-
nummer) zugeordnet. Die Funktion C, ist also der Gestalt, daf

C(S,) = 1 falls z=v
STE10 falls x £ v

Grovers Algorithmus: Uberblick

Zuerst soll in einem Uberblick erliutert werden, wie der Algorithmus ar-
beitet, der Beweis fiir das Funktionieren folgt unten. Bei dem im folgenden
verwendeten L-qubit-Register entspricht jeder mogliche |z) einem S,.

1. Zuerst wird das L-qubit-Register in dem Zustand |0) prépariert.

2. Als néchstes wird die sogenannte HADAMARD-Transformation durch-
gefiihrt, d.h. auf jedes Qubit wird die Operation Uy (s. S. 68 fiir Defi-
nition) angewendet.

|1/}> = UA®®UA|OO>

1
- W(|o>+|1>)®---®(|0>+ll>)

2L 1

1
= Q—Q;M)
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Nach dieser Operation®? befindet sich im Register eine lineare Uberla-
gerung aller moglichen Zusténde, wobei zudem bei einer Messung alle
Zustande gleichwahrscheinlich sind.

3. Ungeféhr /N mal (die genaue Zahl wird unten ermittelt) miissen jetzt
die folgende Operationen durchgefiihrt werden:

(a) Zuerst wird der Operator Ug, angewendet:

Ue,lv) = —v)
Ue,|lx) = |z) firz #v

Dieser Operator ist , gegeben®, d.h. es gibt keine Moglichkeit, ihn
zu analysieren.

(b) Danach wird der Operator Up angewendet:
Up = —UlLUcUn

Hierbei ist Uy die obige HADAMARD-Transformation und Ug, =
Uc, mit v =0.

4. Nach diesen Operationen wird das Register gemessen. Mit einer Wahr-
scheinlichkeit von ca. 50 % befindet sich der Zustand |v) im Register.

Beweis des Algorithmus

Nach Konstruktion haben alle Anfangszusténde reelle Phasen, durch die an-
gewendeten Operatoren Up und Ug, bleiben sie reell (was nicht unbedingt
bedeutet, dafl sie wihrend einer Operation nicht doch komplex sein kénnen)
was die Betrachtungen erheblich vereinfacht.

Die Wirkung von Ug, ist offensichtlich wéhrend die Wirkung von Up eine
genauere Betrachtung erfordert. Dafiir ist es sinnvoll, den Mittelwert der

42Dje allgemeine HADAMARD-Transformation wird auf einen beliebigen Anfangszustand
|x) angewendet:

Uslz) = 2i S(=1)y)

Y

Die Summe l&uft hierbei {iber alle moglichen Kombinationen von  und y.Stimmt das
so 77
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Koeflizienten der Basiskets zu betrachten:

oL 1

) = > ali)  und damit
=0
oL _1

1
o = 2—LZ&Z
1=0

Die Wirkung von Up besteht nun in einer Inversion um den Mittelwert, d.h.
die Koeffizienten «; gehen unter Up wie folgt in o iiber:

ai=a+(m—a) & d=a—(a—a)=2a—q

Dies 148t sich durch explizites Betrachten der Schritte zeigen:

2L _19L 1 (

Ul = —ULUCOZZ%;Q)_M

i=0 k=0
2L 1 1 oL 121 (_)Zk
= —UUe, | D ai—=00+ > Y o k)
i=0 V2F i=0 k=1 V2F

— _UL(=v2"a|0) + Unle) — v al0))

2L 1

— 2y ) - v)

Damit gilt also fiir jedes ¢ das o = 2a — «; ist.

Beim ersten Schritt wird |v) deutlich unter den Mittelwert abgesenkt um
dann bei der Inversion um den Mittelwert deutlich iiberhoht zu werden. Somit
ist bereits nach dem ersten Schritt die Wahrscheinlichkeit |v) zu messen,
grofer als fiir alle anderen Zusténde.

Um die Entwicklung der Zustdnde unter iterativer Anwendung der Opera-
tionen Ug, und Up zu verstehen, ist es sinnvoll zu bemerken, daf sich der
Zustand [¢(n)) immer als

[W(n)) = Y am)li) +a(n)v)
1#v

schreiben l&8t, da die Operatoren auf alle i # v stets identisch wirken. Bei
der Operation Up bleibt zudem der Mittelwert erhalten, denn

1 2L 1 1 2L 1 1 2L 1
O‘ZQ_LZai:ﬁza;:ﬁZ(za_ai)ZQQ_&:a'
i=0 i=0 i=0
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Nun &8t sich eine Rekursionsformel fiir den Mittelwert a(n) (der unter der
Gesamttransformation nicht erhalten ist da er durch Ug, geéindert wird) und
a,(n) aufstellen:

an+1) = a(n)—2e,(n) mite:= QLL
an+1) = 2a)y, — (@), =2a(n) —4dea,(n) + a,(n)

Einfacher 148t sich diese lineare Gleichung in Matrixschreibweise schreiben:

() - () ()

Um die Wirkung der Iteration berechnen zu kénnen, muf eine Basis gew#hlt
werden, in der A diagonal ist. Wird der Startvektor entsprechen gedreht,

folgt damit:
(0 = (V) =i+ s

AM ( é ) = a N+ a\le,
Hierbei sind €; die Eigenvektoren und \; die Eigenwerte von A. Physikalisch
machen weder Eigenwerte grofler 1 Sinn, da damit der Mittelwert beliebig
grofl werden kann, noch der Fall, das beide Eigenwerte kleiner als 1 sind, da
dann sowohl Mittelwert als auch «, gegen 0 gingen, was aber nicht der Fall
sein kann, da alle Operationen unitdr und mithin eigenwerterhaltend sind.
Die Eigenwerte von A sind

N=1-242iVe—2=14+i0(e) ~e¥  ¢=O0(Ve)
Eine genauere Betrachtung in [37] zeigt, daf§
a,(n) =sin((2n + 1)0) mit sin? @ = ¢

ist. Das Maximum von a,, wird also erreicht, wenn (2n+1)© = 7 ist; weitere
Iterationen verringern die Wahrscheinlichkeit, den gesuchten Zustand |v) zu
messen, wieder. Somit mufl die Operation optimalerweise

1 1
= ) — = N
=18~ VN
mal durchgefiihrt werden. Da das Ergebnis zudem nur mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit gemessen wird, sind u.U. mehrere Durchldufe notwendig,
so daB8 wie behauptet der Algorithmus eine Laufzeit von O(v/N) besitzt.
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11.3 Weitere Algorithmen

Neben diesen zwei grundlegenden Algorithmen gibt es noch eine Reihe von
weiteren quantenmechanischen Berechnungsmoglichkeiten wie z.B. das Sum-
menproblem der Zahlentheorie (auch als Diskrete Logarithmen bezeichnet),
das SHOR allerdings auf die Periodenfindung zuriickfiihrte. Auch viele ande-
re Algorithmen sind lediglich Varianten entweder von SHORs oder GROVERS

Algorithmus.
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12 Experimentelle Realisation

Zur experimentellen Verwirklichung von Quantencomputern werden verschie-
dene Ansétze verfolgt. Ein Moglichkeit besteht darin, dafl die Kernspins die
Zustinde repriisentieren und man mittels Verfahren der NMR*-Spektrosko-
pie gezielt Zustdnde besetzt und ausliest. Trotz des Vorteils der schwachen
Storung des Kernes von auflen ist diese Moglichkeit noch nicht weit verfolgt
worden. Eine Grund dafiir ist die Begrenzung der Anzahl der Qubits. Das
Register wiirde aus einem Molekiil bestehen, dessen Atomkerne die Zusténde
darstellen. Dies begrenzt die Ausdehnung des Registers.

12.1 TIonenfalle

In einer Tonenfalle hingegen werden einzelne Ionen gefangen und in einer
linearen Falle aneinandergereiht. Die Ionen miissen dazu sehr tief herunter
gekiihlt werden, aber fiir einzelne Ionen ist dies mit Fallen machbar. Der Pro-
totyp einer solchen Falle ist auch als PAUL-Falle bekannt, der dafiir einen No-
belpreis erhielt. Mehrere Ionen in einer Falle sind der CouLOMB-Abstoflung
untereinander ausgesetzt. CIRAC und ZOLLER haben in [38] eine einfithrende
Darstellung einer solchen Falle gegeben. Es empfiehlt sich, z.B. diesen Text
als Referenz heranzuziehen.

Eine Ionenfalle besteht aus einem schnell oszillierendem Wechselfeld, das ein
harmonisches anziehendes Potential in einer Raumrichtung und ein harmoni-
sches abstoflendes in der anderen Raumrichtung erzeugt. Durch die zeitliche
Mittelung dieses schnell oszillierenden Feldes entsteht ein effektives harmoni-
sches Potential. Das darin gefangene Atom lat sich darum beziiglich seiner
Bewegung als harmonischer Oszillator beschreiben (Nullpunktsenergie, glei-
che Absténde der Niveaus etc.). Wenn die Ausdehnung des Potentials relativ
gering ist, spricht man von ,steifem Potential“. Das ,, LAMB-DICKE-Limit“
kennzeichnet genau diese Situation: Das Atom ist auf einen Raumbereich
eingeschniirt, der viel kleiner ist als die Wellenlénge des eingestrahlten La-
serlichtes. Die gleiche Tatsache wird durch die Bedingung hv > Eppotonriicksto
beschrieben. Die Frequenz v ist dabei die Frequenz des Modes.

Dieses Bild aus der Festkorperphysik kann so weit ausgedehnt werden, dafl
man von Phononen spricht, deren Anzahl den Energieinhalt einer bestimm-
ten Mode bestimmt. (Viele Phononen ~ grofie Auslenkung des Atoms um
den Gleichgewichtspunkt mit Modenfrequenz).

In diesem Bild sagt die Bedingung aus, daf3 die Phononenenergie gréfier sein
muf} als die Aufprallenergie eines Laserphotons, damit die LAMB-DICKE-

43Nuclear Magnetoresistance Spectroscopy
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Néherung gilt. Da sich die Aufprallenergie eines Laserphotons zu

27.2
nk %Nl...l()kHz
20 h

Ep =

ergibt (u ist die reduzierte Masse des Ions) und v ~ 10% kHz, ist dieses Limit
sicher gegeben.
Der LAMB-DICKE-Parameter 7 ergibt sich zu

2T
<1

= -

Laser Fallengrofle

Wie kiihlt man so tief?

Eine Art der fortgeschrittenen Kiihlung ist das sog. ,,sideband-cooling®, bei
dem mit zwei verschiedenen elektronischen Zustédnden gearbeitet wird. Der
Laser ist relativ zum Ubergang leicht ins Rote verschoben, und wenn ein
Atom in Richtung Laserstrahl fliegt, bewirkt die Dopplerverschiebung, dafl
das Licht nun genau auf der Resonanz des Atoms liegt. Das Photon wird
absorbiert, und das Atom hat einen Impuls entgegen der Bewegungsrichtung
erfahren. Kurze Zeit spéater wird ein Photon emittiert, das Atom kehrt in
seinen Grundzustand zuriick. Im Mittel wird diese spontane Emisssion in al-
le Richtungen stattfinden, und daher erhélt das Atom hier im Mittel keinen
Riickstof8. Das Atom ist dann wieder aufnahmeféhig fiir ein weiteres Photon
aus dieser Laserrichtung. Dieser Prozefl wiederholt sich, bis das Atom nahezu
zum Stillstand kommt. Da der Laser auf einer Seite der Resonanzlinie liegt,
spricht man auch von ,,Seitenband-Kiihlung*.

Zur mathematischen Behandlung der Falle soll nur der 1D-Fall betrach-
tet werden, da sich die anderen Dimensionen separieren lassen. Das Atom
befindet sich im Knoten des stehenden Laserfeldes (auf der anderen Sei-
te steht auch ein Laser, und beide Wellen bilden zusammen die stehen-
de Welle). Wir benutzen den semiklassischen Formalismus (E-Feld nicht
quantisiert), mit den atomaren Zusténden |g), |f) und der RABI-Frequenz
Q = <¢£4 \E/J . Die Wechselwirkungsfunktion lautet (in Rotating-

Dipoloperator Feldstérke
Wave Approximation, die Grundzustandsenergie sei 0, daher kein |g)-Term):

B2 02 V2
__ 2 hw
a4 )]
Bewegung
Q . —iwy w2
—|—§ sin(kx) (\f><g\€ " g)(fle t)
——
stehendeWelle

86



Es soll nun auch die Bewegung des Atoms quantisiert werden (= Phono-
nen). Anstatt die Auslenkung des Atoms festzulegen (,z%*), wird ein ,, Pho-
nonenzihloperator” a'a eingefiihrt:

kr ~n(a"+a) sin(kr) ~kr, 2°~ad'a

Terme hoherer Ordnung werden vernachléssigt, so dafl

H ~ kvata + ol U]+ e+ at) (1) {gle™™ + he)

h.c. = hermitisch konjugiert. Da wir spontane Emission vernachléssigen (ver-
botene Dipoliibergéinge), konnen wir ins Wechselwirkungsbild iibergehen und
allein die Wechselwirkung betrachten:

Hyw = ?(a*ei”t +ae=™ () {gle™™ + |g) (f]e™)

wobei die Verstimmung (detuning) § = wy — wy verstellbar und 0 ~ v ist.
Das gesamte Atom ld8t sich nun z.B. durch den Zustand |g,2) beschrei-
ben: Grundzustand, leichte Schwingung. Der Vorgang der Laserkiihlung 146t
sich nun als kaskadenférmiges Schema veranschaulichen. Das Atom féllt von
hohen Phononenzustéinden immer tiefer, bis es den Grundzustand erreicht
(Nullpunktsschwingung). Diese Prozedur ist schon zweidimensional experi-
mentell verwirklicht worden, man siehe dazu Arbeiten von WINELAND am
NIST oder TosCHEK & BLATT. Das Abkiihlen bis in den Grundzustand
kann auch fiir Prézisionspektroskopie und Zeitstandards Anwendung finden.
Nachdem das Atom so herunter gekiihlt wurde, werden die Qubits durch die
inneren Zustdnde des Atoms repréasentiert. Betrachten wir den Fall mit zwei
Tonen.

12.2 2 Ionen in der Falle

Die Falle kann nun in einer Dimension (z-Richtung) ausgedehnt werden. Ion
fiir Ton wird in immer gleichem Abstand hinzugefiigt, bis die gewiinschte
Fallengrofle mit NV Ionen erreicht ist. Die Falle ist nun asymmetrisch, es gilt
hvy, hv, > hv, > Ej,. Wir betrachten hier nur den Fall 2 Ionen, N Ionen
bringen konzeptionell nichts neues.

Zur Herleitung verwenden wir klassiche Groflen, d.h. die Schwingungsmoden
der Atome in der Falle werden noch nicht quantisiert. Dann ergibt sich fiir
das Potential

Mv? Mv? o
Vit 2) = — i + T$§ + |21 — 2o
D1 P2
Eyin = — 4+ —
k oM oM
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mit einer Transformation ins Schwerpunktssystem (CM-Trafo):

T1+ 2o p1+ D2
Tom = 5 y  Tpel = T1 — T2, PocM = 5 Prel = P1 — D2
gLt ity | BRVTR o ph
out M 2 2 lzr|  2pg
Coulomb

Mit der Bezeichnung Zp = z, ¢¢ fiir den Ionenabstand am Gleichgewichts-
punkt gilt:

2 a _
VT —3_7—220, TR=T+ Tp
R
2 2 2
KRV - o MRV o KRV
($+=TR)2+JTj T x2+f—3x2+72 22 = =V3v
R R
—— \ )
~const. pRV?

Mit v4: Frequenz 1. CM-Mode. Fiir N Ionen existieren (aufgrund der Kopp-
lung) N Moden des Schwerpunktes. Eine bemerkenswerte Eigenschaft der
Ionenfalle ist, dafl die Frequenzabstinde unabhéngig von der Anzahl der Io-
nen sind.

Experimente verwenden z.B. Be*-Ionen auf dem (verbotenem Dipol-)Uber-
gang S% — D%, der eine Halbwertszeit von v~! & 45 s besitzt. Da Zp ~ 10um
> ), sind die einzelnen lonen bequem durch einen Laser adressierbar. Dabei
gilt das LAMB-DICKE-Limit.

Die gemeinsamen Phononenmoden sorgen fiir eine Verschrankung der Ionen
(jedes Ton hatte ja eine zusitzliche Quantenzahl, die die Besetzung des Mo-
des angab). Dies erlaubt Datentransfer untereinander.

Das einzelne Ton befindet sich in einem Knoten der stehenden EM-Welle und
stellt nun mit seinen beiden Zustéinden ein Qubit dar. Meist wird noch ein
dritter Zustand (auxilliary) genutzt. Dieser kann z.B. ein (energetisch entar-
teter) Zustand |ep) sein (mit m; verschieden von |e;)). Dadurch lassen sich
die Zusténde durch verschiedene Polarisationen (links, rechts-) ansprechen.

le_0> le 1>

(auxilliary)

lo>
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Betrachte nun den Fall N lonen:
Die Wechselwirkungs-HAMILTONfunktion ist

Q , .
Hyw = 7= | lealgle €% +ladlela'e”

Laserphase

hk2 cos2(0)
WM,
0 gibt den Winkel zwischen Einstrahlrichtung des Lasers und z-Richtung,

¢ die Phasendifferenz zwischen den Lasern an. Der Faktor v/N erscheint,
weil die effektive Masse des Schwerpunktes N M betrédgt, die Amplitude der
Schwerpunktsschwingung jedoch mit —~ skaliert. Der Index ¢ in |e,) be-
zeichnet die magnetische Quantenzahl. Er wird auch fiir die Polarisation des
Lasers verwendet, die den entsprechenden Zustand bevolkert. So ergibt sich
dann die Kurzschreibweise Polarisation = 1. Wird ein kn-Puls auf das nte

Ion angewendet, so erfordert dies die Zeit ¢t = ka/?ﬁ, so daf} der Operator wie

mit dem LAMB-DICKE-Parameter 7=

folgt aussieht (a, a': Phonon-Erzeuger/Vernichter):

—ikT

A~

UM(¢) = exp(—iHt) = exp (

(le){glac™ + \g><eq|a*ei¢))

Die Wirkung auf die Zusténde |g)|0), [g)[1), |e4)]0):

9)10) — [9)[0), (da H]g)|0) =0 = U|g)|0) = 1[g)|0))
km

91— cos")la) 1) — ie sin( ) el0)

0} — con(T)ley}|0) — ie~ sin("Tlg)11)

Dies erlaubt die Realisierung von 2-bit Gattern mittels folgender Prozedur:

1. Ein m-Puls mit Polarisation ¢ = 0 und ¢ = 0 regt das mte Ion an. Der
Zeitentwicklungsoperator ist U0(0).

2. Der Laser auf Ion n wird fiir die Dauer eines 27-Pulses angeschaltet.
Polarisation ist 1 und Phase ist ¢ = 0. Der Operator Uzl(O) dndert
das Vorzeichen von |g)|0) durch eine Rotation iiber |e,)|0), ohne die
anderen Zusténde zu beeinflussen.

3. wie Schritt 1.
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A

Die gesamte unitéire Operation U,,,, = UL2(0)U>1(0)UL(0) wirkt wie folgt:

19)l9)ul0) 5 19 ml9)al0) = 19)m]g)al0) T [g)mlg)l0)
|9hmleo)al0) — 19)mleo)nl0) — |g)mle0)nl0) — |g)mleo)|0)
leo)m|9)nl0) — —i|g)m|g)nll) — i[G)m|g)nl1) — |€0)m|g)n]0)
leoYmleo)nl0) —  —ilg)mleo)all) — —ilghmleohnll) — —leo)mleo)n|0)

Der Zustand &ndert sein Vorzeichen, falls beide Teilzusténde sich im ange-
regten Zustand befinden. Dies ist dquivalent zum C-NOT-Gatter. Betrachte

dazu die Zustande .

|+) = —= (l9) £ leo))

V2

Auf diese wirkt der Operator wie folgt:

|9y mlE)n — @) m|E)n
leo)ml|E)n — [€0)m|F)n

Mit einer entsprechenden (ein-bit) Drehung auf das n-te Ion ergibt sich ein
C-NOT. Das Problem hierbei ist, daf§ sich eine unerwiinschte Anderung der
Phononenzahl einstellt. Um lokale Rotationen ohne Phononenzahldnderung
zu bewirken, mufl 6 = 0 (keine Verstimmung) und ¢ = 0 erfiillt sein. Der
Laser wird so eingestellt, dal sich das Ion in einem Wellenbauch befindet
(7). Die HaAMILTON-Funktion lautet nun:

3 Q —i i
e = 5 (leodlgle™™ + lo)eole®)

= V) = expl=ihih) = (<5 (lo) ol + ) ele)

Damit gilt:

(6 = =2)lghn = [0V (6 = —2)lehn = |}



Das durch CA'm,n reprasentierte C-NO'T ist wichtig, da mit dem C-NOT und
VE(¢) prinzipiell ein beliebiges Gatter gebastelt werden kann. Experimentell
ist die Gruppe um D. WINELAND z.Zt. sehr ,erfolgreich®, sie haben 3 Ionen
bis in den Grundzustand gekiihlt und bereits 2-bit Gatter realisiert. J. Kim-
BLE ist mit einer Gruppe am Caltech dabei, das Verfahren in Cavity-QED
umzusetzen (Resonatoren extrem hoher Giite, so da nur noch einzelne Mo-
den darin auftreten). Das erlaubt auch RYDBERG-Atom-dhnliche Zustédnde zu
erzeugen. Aufgrund der hohen Lebensdauern dieser Systeme (keine spontane
Emission) sollte das auch in Cavity-QED arbeiten. Auf weitere Ergebnisse
darf man gespannt sein.

91



13 Quantencodier-Theorem

Dieser Abschnitt befafit sich mit der Moglichkeit, Information moglichst
platzsparend zu codieren und sollte daher exakter Quanteninformationskom-
pression heiflen.

Die klassische Codier-Theorie wurde von SHANNON begriindet und héngt
eng mit den Begriff der Entropie zusammen. Zuerst sollen die Grundziige der
klassischen Theorie dargelegt und danach das Quantenanalogon aufgezeigt
werden.

13.1 Klassische Informationskompression

Betrachte eine gedédchtnislose Quelle, die Worte (= Symbole) aus dem Alpha-
bet w;, © = 1,..., N mit der Wahrscheinlichkeit p; generiert. Die Entropie
betrdgt dann

wobei wie iiblich log := log,. Ferner bezeichnen wir im folgenden eine Se-
quenz von Wortern synonym mit Nachricht und Block. Symbole hingegen
sind synonym mit Signal und Wort.

Theorem 11 Nachrichten kinnen mit einer beliebigen Genauigkeit mit ma-
ximal log Sn bits pro Wort codiert werden, wenn n nur hinreichend grof§ ist,
mathematisch: Fire > 0,0 > 0 und n hinreichend grofs, existiert eine Unter-
menge TY P(n) C SEQ(n) = Sequenzen(n) der Grifie < 2m5+9) < gnlogN
mit einer Gesamtwahrscheinlichkeit > 1 — €, also beliebig nahe an 1.

Die Michtigkeit der Menge SEQ(n) ist |[SEQ(n)| = N™ = 2n1s()
Beweis des Theorems:

Vorbemerkung:

Wir erinnern an die CEBYCEV-Ungleichung:

P(X — E(X)|>a) < ZX, mit Varianz oy = E(X? — E(X)?)
a
Sei ¥ = {wy,...,wy} die Menge der Quellensymbole, (die bei der Codie-
rung in Wortern dargestellt werden), und z,, = {1, ...,z,} die Menge aller

Nachrichten bis einschliellich der Lénge n. Im folgenden wird statt von Nach-
richten oder Sequenzen nur noch von Blécken gesprochen. Weiter sei f;(Z,,)
die Haufigkeit des Symbols w; in Z,,.

Wenn nun z,, ein typischer Block ist, d.h. z,, € TYP(n), gilt (per def.)

fi(Zy) — np;

<W mit Whel, 1<i<N, ¢=1-—p;
(npigi)?
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Nennen wir auflerdem die Menge der Bldcke, fiir die obige Gleichung nicht
erfiillt ist, die atypischen Blocke: ATYP(n). Es gilt also

TYP(n) UATYP(n) = SEQ(n)

Beweisbeginn:
Sei z,, € ATYP(n). Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit

P(z, € ATYP(n))

fi(Tn) — np;
<H| o )

(Tn —npz|

N
LM
N
2"

P(AUB)<P(A)+P(B

< > W)

|fz l‘n _npz| > W\/npzqz)

a /np;q; > 0. Die CEBYCEV-Ungleichung liefert:

Betrachten wir nun die ZufallsgroBe X = f;(Z,) genauer: Sie gibt an, wie oft
das Symbol w; in z,, auftritt. Da w; an jeder Stelle unabhéngig von den ande-
ren Stellen im Block auftritt, ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung f;(Z,) = k
fiir k-faches Auftreten im Nachrichtenblock eine Binomialverteilung, also:

_ n n—
Fiir den Erwartungswert und die Varianz einer Binomialverteilung gelten:

E(fi(z.) =np; o} =npq;

Damit ist v
Z O-f' npigi = ﬁ = £
i=1 (W\/ npz% W2npi%‘ w2

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dafl der Block untypisch ist, beliebig klein
wéhlbar:
P(z, € ATYP(n)) <e
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Damit sind (fiir hinreichend grofle n) fast alle Blocke typische Blocke. N.B.:
Im Allgemeinen mufl dafiir die Blocklange n recht grofl werden.

Betrachten wir nun einen typischen Block z,, € TYP(n). Die Haufigkeit (=
fi(z,,)) des Wortes w; in diesem typischen Block weicht von dem Mittelwert
(E(fi(z,)) = np;) der Haufigkeit von w; in allen Blécken nur noch um einen
geringen Betrag ab:

np; — Wy/npigi < fi(%,) < npi + Wy/npiq; Vi

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Block, bei dem alle w; mit ihrer mittleren
Haufigkeit auftreten, ist:

T, T, T, T,
P = plPppenes DN

1 P2 Pg ---PN
Ein typischer Block hat die Wahrscheinlichkeit

P(z, € TYP(n)) = p[“/pp)  plre) = g2 filan) logei)
Damit ist P(Z,, € TYP(n)) durch die Gleichung oben begrenzt:
p(Tn) = 274V < p(T, € TYP(n)) < 27n5+AVR

A= Z W/piqi log(pi), S = Zpi log(p;)

(Fast) alle Blocke sind typisch, und jeder hat die (gleiche) Wahrscheinlich-
keit P(z, € TYP(n)) ~ 279, Daher ist die Anzahl der typischen Blocke
(=Machtigkeit von TYP(n)) gleich

ITYP(n)| < 2"5%0) < grloeN

Ein einzelner Block ist damit mit Sn bits codierbar.

13.2 Klassisches Informationskompression-Protokoll

Beachte: die hier vorgestellte Kompressionsart ist eine Codierung mit fes-
ter Codewortlange (z.B. arithmetische Codierung), im Gegensatz z.B. zum
HurrMAN-Code von Kapitel 2, bei dem einzelne Symbole Nachrichtenein-
heiten gebildet haben. Hier sind die Blocke die Einheiten. Die Blocke haben
alle feste Linge (HUFFMAN-Wortlinge fiir ein Symbol war variabel). Je ge-
nauer die Blocke die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Symbole der Quelle
widerspiegeln, desto besser ist die Codierung: daher wird diese Codierung
gut fiir groe Blocklangen.

Protokoll:
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1. A,B stellen eine gemeinsame Liste aller typischen Sequenzen (Blocke,
Nachrichten) auf. Fiir jede Sequenz benétigen sie dazu n(S + §) bits.

2. Fiir eine gegebene Sequenz T, iberpriift A, ob es eine typische Sequenz
ist.
e falls ja: A sendet den Namen von z, an B

o falls nein: A sendet ein festes 27 an B. Dieses Protokoll nennt man
- warum auch immer - ,faithful block coding”

13.3 Quanteninformationskompression

Dieser Abschnitt kann nur eine kurze Skizze der vorgeschlagenen M6glichkei-
ten sein**, daher ist das weitere Literaturstudium dringend angeraten, z.B.
[39] oder [40].

Wir betrachten nun eine quantenmechanische Quelle. Jedem der Zustdnde
entspricht nun ein Symbol. Da nicht bekannt ist, welches Symbol die Quelle
sendet, emittiert sie in der quantenmechanischen Beschreibung Dichtematri-
zen. Die Dichtematrix fiir ein gesendetes Signal ist z.B.:

p= sz’|1/fz‘><¢z’|

Die Folge der gesendeten Signale 148t sich damit beschreiben als:*®
p®n :,01®®,0n

Die Eigenwerte von p®" sind die Produkte der Eigenwerte der einzelnen p;,

z.B. fiir dim H = N:

)\tot:)\il)\i2~~~)\i furlzl,,(N—l)

n

Den typischen Sequenzen entspricht nun ein Unterraum von H, nédmlich

A(n) c H®"
A(n) = span{|\;, ... \;, ...)}sodaB {\;,,..., \;,} € TYP(n)

in

Damit wird

SSuanvon = — Z Ai 10g(>\z) = SuN

44 das Skript ist an dieser Stelle noch nicht ausgereift
45(Fiir eine stationire Quelle sollte p; = p,, oder ? Dann wiirde auch die VON-
NEUMANN-Entropie S(p) = Spur (plog(p)) mit der klassischen iibereinstimmen).
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Damit folgt fiir die Dimension des Unterraums:
dim(A(n)) < 2n5@+9)

Wenn wir den Projektor auf A(n) mit II bezeichnen, dann folgt (analog zum
klassischen):

Spur (p*"II) > 1-—¢

13.4 Jozsa-Schumacher-Protokoll

Das quantenmechanische Verfahren lduft analog zu klassischen:

1. A héuft eine Menge von Ausgangszustidnden an (dies entspricht der zu
komprimierenden Sequenz im klassischen Fall):

‘wein> = |¢21> ®... Wm)

2. A {iberpriift, ob die Sequenz |1)en) zu A(n) gehort oder nicht (Projek-
tion)

o falls ja:
A sendet n(S(p) + ) Qubits an B “6

o falls nicht:
A schickt B irgendeinen Zustand € A(n)

Mit der Wahrscheinlichkeit

P = <wein‘H|wein>
erhélt A ..(7). Der Zustand nach der Messung ist

H|77Z)ein> <77Z)ein|
<wein‘H|wein>

Wie édhnlich ist (Yein|paus|Pein) zum Zustand von B?
Wenn wir iiber alle Zustdnde mitteln, erhalten wir:

<wein|p;us|wein> Z (<¢ein|pa;s|¢ein>)2 Z (<wein|p;us|wein>)2
= (Spur (p*"I1))? > (1 —¢)?

Paus = P +(1_P)ME><IZ|

Kapitel zuende 7

46Begriindung?
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14 Quantenklonen und Zustandsabschitzung

14.1 Quantenklonen

Die Grundlage des Quantenklonens ist das in [41] vorgestellte

Theorem 12 No-Cloning
Fin unbekannter Quantenzustand |1) kann nicht perfekt geklont werden, d.h.
A wunitire Operation U, fir die gilt

Ul = 9l
Hierbei ist |i) ein bekannter Anfangszustand (Initialzustand).

Beweis:
Angenommen, es existiere eine unitéire Operation U die klonte, d.h.

Ulo)li) =10)0)  und  U)) = [1)[1)

Wird U nun auf den allgemeinen Zustand |¢)) = a]0) + (|1) angewendet,
ergibt sich

Ulp)li) = «|0)]0) + BI1)[1) # [¢)[4)

Eine solche Operation wiirde zudem die Unitaritédt verletzen, d.h. das Ska-
larprodukt zweier Vektoren wére nicht erhalten. Wird die Behauptung (s.
obiges Theorem) mit z.B. der Gleichung fiir (1|(i|UT multipliziert, ergibt sich

(LU Ul = B1=7
# (L) (1) = 5*

Dies ist ein wichtiges Ergebnis, da klassisch kopieren moglich ist. Auf der
einen Seite ist die Unmoglichkeit, Quantenzustéinde zu kopieren, sehr vorteil-
haft, z.B. bei der Quantenkryptographie (s.Abschnitt 6), andererseits basiert
Fehlerkorrektur oft auf Redundanz; solche Verfahren erzwingen im Quanten-
fall kompliziertere Schemata (s.Abschnitt 10).

Daher ist nur approximatives Quantenklonen moglich. Das erste Beispiel
aus [42] beschreibt einen isotropen 1—2-Kloner:

Ul0)[i)]a) = \/?00>|0>a + \/%(IOU +110)[1)a
Ul)li)la) = \/g\ll>|1>a + \/%(IOU +110))]0)a
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Hierbei ist |a) ein weiterer, beliebiger Freiheitsgrad des Systems*’. Um zu
beschreiben, wie gut der Kloner einen beliebigen Zustand [¢) = «|0) + 5]1)
kopiert, wird wieder die Fidelity

F = <77Z)|pout|,¢)> _ Spur (pinpout) mit pout _ Spur (ptotal)za

betrachtet. Ausgeschrieben lauten die Dichtematrizen

in al> ap
pout — 2’a<00|ptotal|00>27a i 27a<01|ptotal|01>2’a
+2,a<10|/)t0ta1\10>2,a 4 2,a<11\pt0tal\11>2,a
_ ( %Ia@ +587 Fap )
;a0 ¢lBlP + §laf?
betrachtet. Die Fidelity betragt hier

5 1 4 5 1 5
Fo= |Of|2 (6|O‘|2 + 6|5|2) + §|O‘|2|ﬁ|2 + |ﬁ|2 <6|ﬁ|2 + 6|a|2) = 6 = const

Hier wird offensichtlich, da§ die Qualitét der Klonung unabhéngig von |¢)
ist.

Eine andere Beschreibung sind die in Abschnitt 3.3 eingefiithrten BLocHvek-
toren. Hierbei werden die spurlosen PAULImatrizen, die z.B.

Ok0] = €410y und Spur (0;0;) = 20;;
erfiillen, als Basis verwendet. Damit ist
p = Sol+ S

Da Spur (p) = 1 und Spur (1) = 2 ist, muB also Sy = 3 betragen. Damit ist

1 3 =
p= 3 (]l +5- 0)
Der Vektor S wird BLocmvektor genannt. Seine Lénge ergibt sich aus der
Bedingung, daB fiir reine Zustinde Spur (p) = Spur (p*) = 1 sein muB. Durch
einsetzen und ausquadrieren ergibt sich sofort, dafl der BLocHvektor die
Lénge (Norm) 1 besitzt, d.h. reine Zusténde liegen auf der Oberfliche der
Brocukugel.

4TDer Zustand/die Quantenzahl wird mit ,a“ bezeichnet, da in der Literatur dieser
Hilfszustand oft als Ancilla bezeichnet wird
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Um den BLocHvektor aus einer gegebenen Dichtematrix zu bestimmen, ist
es sinnvoll, die Definition auszunutzen:

1 = 2\ 1 1+5, S, —1iS,
p‘§<1+5'“> B §(Sx+z'sy 1-8. )

Diese Gleichungen lassen sich nach den Komponenten von S auflésen:

Sy = 2R(po1) Sy = —2%(po1) S, = poo — P11

In unserem Beispiel ist

SP=2Mas) SN = 2R(ap)

in * ou 2 *
S = —23(afB") st = =2 - 23(a")

. 2
se=laP—loP =2 (laf ~ |6P)

d.h. Sout = égm oder anders formuliert, die BLocHkugel ist geschrumpft.
Dies bedeutet nichts anderes, als daf§ aus dem reinen Ursprungszustand ein
gemischter, verschrankter Zustand eines Teilsystems geworden ist; der Ge-
samtzustand ist damit verschrénkt.

Nach dieser Vorbetrachtung stellt sich die Frage nach dem ,besten® univer-
sellen Quantenkloner. Universell bedeutet hier, daf jeder Zustand gleich gut
geklont wird. Als erstes haben dies [43] fiir den 1—2-Kloner untersucht. Die
Bedingungen an diesen Kloner bedeuten formal

p1 = P2 Ausgangszustinde identisch
V|yp) F = const < S; = ngw Universalitét

Beweis fiir die Aquivalenz der letzten Zeile:
«—

F = iSpur((IL+§w-6) (IL+77§¢-E>> = i (2+2n|§¢|2) = %(1+77)

=
Da die Fidelity unabhéngig vom Zustand sein soll, kann es sich nicht um
eine reine Drehung auf der BLoCHkugel handeln, da dort zwei Fixpunkte
existieren®. Diese Tatsache ist auch unter Begriffen wie ,haariger Ball“ und

48Jede Transformation der BLocukugel lifit sich in eine Drehung und eine Streckung
(Schrumpfung) zerlegen
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»1gel konnen nicht gekdmmt werden® bekannt. Somit mufl der Vektor ge-
schrumpft sein. Da kein Punkt auf der Kugel ausgezeichnet sein soll, mufl
diese ,,Schrumpfung®“ unabhéngig vom Zustand sein. O

Um den optimalen Klonoperator zu finden, wird eine allgemeine unitéire Ope-
ration angesetzt:

UI0)lila) = al00)|A) + byJ01}]By) + bu]10) Bs) + cl11)]C)
ULIdla) = al11)|A) + Bu10)|By) + bsl01) Bo) + 200} C)

Jetzt werden eine Reihe von Zwangsbedingungen ausgeniitzt, um die Para-
meter zu bestimmen:

Unitéritat d.h. Erhalt des Skalarprodukts, z.B. |a|* + [b1|> + |ba|* + |c|*> = 1
Symmetrie der reduzierten Dichtematrizen, liefert z.B. |by| = |bs]

Isotropie liefert Bedingungsgleichungen fiir n, die unter den Nebenbedin-
gungen zu maximieren sind (mittels LAGRANGE-Multiplikatoren)

Die Rechnung liefert schliellich, dafl ¢ = ¢ = 0 ist. Ferner zeigt die Rechnung,
daB der zusétzliche Freiheitsgrad notig ist, aber ein qubit dafiir ausreicht.
Die maximale Fidelity liegt bei %, dies entspricht n™®* = % Das Beispiel war
bereits ein optimaler Kloner. Moglich sind noch Rotationen im Ancilla-Raum
und Phasen.

Die Moglichkeit der Verallgemeinerung auf N (identische) Eingdnge und M
Ausgénge (M > N) wurde von [44] untersucht. Der optimale Operator wurde
ygeraten und numerisch bis N = 7 explizit auf seine Extremaleigenschaft
hin untersucht.

M—

Un | N -9)x) = Z%Sﬂ(M—j)w,jwl)}@\Aj<w>>

J]=

[y

Hierbei sind
1
S{|2-0,1-1)} = ﬁ (|100) 4 ]010) + |001))
[A;(0)) = S{(M —1—j)¢" ("))}
N+1 [(N-MWM —j)!
(M — N — j)!M!

o =

J M+1

Damit erhalten die Autoren den Skalierfaktor

N M+2
INM= N T
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Wird mehrfach hintereinander kopiert, entspricht dies der Multiplikation der
Skalierfaktoren. Natiirlich wird bei jeder Kopie ein verschrankter Zustand
erzeugt, dieser ist aber symmetrisch und linear in seinen Basiselementen

Peym = > ilthi) (0| *M
und daher ist diese Betrachtung moglich (dies ist keine triviale Aussage).
Damit ist
N M+2 M L+2
. . = nN,L
N +2 M M+2 L

Zwei Randbemerkungen sind hier noch angebracht:

N\NM - TIM,L =

1. Die gesamte Betrachtung untersuchte ausschliellich reine Eingangs-
zustdnde. Quantenklonen von gemischten Zusténden ist Thema aktu-
eller Forschung.

2. Ist (entgegen den Voraussetzungen) M < N und sind die Eingangs-
zustédnde gemischt, dann betrachten wir die Purifikation und ,,Dehnen*
den BrocHvektor aus, d.h. mit n > 0 liegt der neue Zustand nédher an
einem reinen als der urspriingliche.

14.2 Zustandsabschitzung

Ein Satz von M identischen reinen Zustdnden wird gemessen. Gesucht ist
hierbei ein Satz von Operatoren P, derart, da der Zustand [¢,), der mit

der Wahrscheinlichkeit
pu(1) = Spur (P,[y) (v|*M)

auftritt, eine im Durchschnitt maximale Fidelity

Fuess = > _pul(@))* =t (@lply)  mit
12

p = Zpu|wu> <77Z)M| = % (1 + nmessgin5>
"

besitzt. Auch hier wird wieder Universalitéit verlangt.
Die beste Vorschrift ([45]) liefert

M1 M

—max

_M+2 ~ nmess( >:M7‘i‘2’

d.h. eine kollektive Messung ist besser als eine einzelne Messung. Da die
Operatoren P, bekannt sind ist p konstruierbar.

Fnes(M)

mess
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Zusammenhang mit Klonen
1. Mmess < 1m0 (M, L) da ansonten das Klonen durch Zustandsmessung

und Neuerzeugung effektiver wire als das direkte Klonen (Widerspruch).

2. Werden zuerst M identische Quantenzustinde auf L Zustédnde geklont
und diese danach gemessen, multiplizieren sich die Skalierfaktoren eben-
falls.

Da die optimale Messung nicht verbessert werden kann, mufl gelten

nclone(Mu L) ' nmess<L> S o <M> bzw.
<

Mmess
nclone(Ma OO) -1 opt (M) fiir L — oo

nmess

Da die Ungleichung fiir L — oo in beiden Richtungen gilt, ergibt sich damit

(M, 00) = 3, (M)

nclone = Thmess
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A Das direkte Produkt

Ergénzend zu Kapitel 4.2 soll hier kurz das direkte Produkt zweier Vektoren
aus dem Hy angegeben werden. Hierbei wird der allgemeinste Fall betrachtet:

mit a,b,¢,d € C und (0|1) # 1, d.h. die Vektoren schlieBen einen von Null
verschieden Winkel ein. Wie in der Quantenmechanik iiblich, sollen die Vek-
toren zudem auf 1 normiert sein. Damit ist

e = (3)s(3)

Wird dieser Zustand als Dichtematrix geschrieben, ergibt sich

ac

el = | 9| (o) (aa)” (be)” (b))

bd

lal®c|* |al?cd*  ab*|c|* ab*cd*
lal?c*d |a|*d)* ab*c*d ab*|d]* |
a*ble?  atbed”  |b|c|2 |b[2ed | TP
a*bc*d  a*bld[* |b|*c*d |b]?|d|?

Bei der Spurbildung z.B. iiber den Unterraum B werden jetzt fiir das Ele-
ment pi‘j alle Elemente, die in p4 an der Position (7, j) stehen und die Diago-
nalelemente aus dem Unterraum B enthalten (d.h. entweder |c|* oder |d|?),
aufsummiert. Damit ist

N - 2 2 \a|2 ab*
pa = Spur (o) = (e + Py (10 1)

N - 2 2 ‘C‘Z cd”
pn = Sour (o), = (ol + b (9, ()

Entsprechend wird bei hoherdimensionalen zusammengesetzten Systemen
verfahren; jedoch ist hierbei eine Indexschreibweise sinnvoller als die ,,Be-
rechnung” der 2n x 2n-Matrix.
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B RSA-Codierung

Die RSA-Kodierung® ist die wahrscheinlich populérste Public-Key-Verschliis-
selungsmethode, neben Banken wird sie auch vielfach im privaten Mailver-
kehr als PGP/GPG eingesetzt. Details dazu in Kapitel 6.4. Ein weiteres
Verfahren, auf das hier nicht eingegangen werden soll, ist das ,,Rucksackver-
fahren“ von MERKLE und HELLMAN®?, das ebenfalls 1978 vorgestellt wurde.

B.1 Prinzip

Im folgenden soll kurz das allgemeine Prinzip von Public-Key-Systemen,
dann konkret das Vorgehen bei der RSA-Verschliisselung erldutert werden.
Ein Beispiel folgt in B.2 wihrend dann in B.3 auf die mathematischen Hin-
tergriinde von RSA eingegangen wird.

Bei den folgenden Betrachtungen habe ich mich an Kapitel 11 aus [1] so-
wie den lesenswerten Artikel [46] orientiert. Dort werden auch weitere Quel-
len zitiert. Das Beispiel habe ich selbst durchgerechnet (mit iibernommenen
Schliisseln).

Allgemeines Prinzip

Jeder Teilnehmer A; am System verfiigt iiber ein Schliisselpaar (k;, [;). Dane-
ben ist allen Teilnehmern der Codier-Algorithmus C' sowie der Decodieralgo-
rithmus D bekannt. Diese Algorithmen erfiillen fiir jedes Schliisselpaar (k;, ;)
und jede Nachricht m die Bedingung

Der Schliissel k; wird nun allen anderen Teilnehmern bekanntgegeben (er
wird daher dffentlicher Schliissel genannt), wiahrend der Schliissel [; geheim
bleibt.

Will B, nun eine verschliisselte Nachricht an A; senden, lduft folgendes ab:

1. B, ermittelt den offentlichen Schliissel k; von A;.
2. B, berechnet das Kryptogramm ¢ = C(m, k;).

3. Das Kryptogramm ¢ wird iiber 6ffentliche Kanéle an A; iibertragen.

R1vesT, SHAMIR und ADELMAN realisierten 1978 die Public Key Verschliisselung
mithilfe des nach Thnen benannten RSA-Algorithmus, nachdem die prinzipielle Idee 1976
von DIFFIE und HELLMAN vorgestellt worden war.

50Mathematiker reden hier vom ,,Super-increasing Subset-Sum*“-Problem
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4. A; gewinnt mittels m = D(c, ;) die Nachricht zurtick.

Damit ein solches Verfahren sicher und in groflem Mafistab praktisch ist,
miissen folgende Voraussetzungen erfiillt werden:

1. Es muf leicht sein, zuféllige Paare (k;, ;) zu generieren.
2. Das Kryptogramm ¢ = C(m, k;) muf} leicht berechenbar sein.
3. Ohne [; muBl das decodieren von ¢ sehr aufwendig sein.

4. Mit I; muBB m = D(c, ;) leicht berechenbar sein®!.

Konkret: RSA

A generiert zwei grofie Primzahlen p und ¢. Im folgenden ist

Als néchstes berechnet A
z = (p=Dxg-1)
und wéhlt zwei natiirliche Zahlen e und d, die der Bedingung
d+¥e = 1 mod z

geniigen, aus. Wenn d (bzw. e) relativ Prim® zu z ist, d.h. d und z haben
keine gemeinsamen Primfaktoren, dann liegt e fest.

Die Zahlen p und ¢ werden im folgenden nicht mehr bendétigt und von A
sicherheitshalber vernichtet. A hat jetzt zwei Schliissel:

Offentlicher Schliissel (e, n): Dieser Schliissel wird moglichst weit verbrei-

tet, insbesondere erhiilt B eine Kopie hiervon®3.

privater Schliissel d: A sichert den Schliissel, da er unbedingt geheim, d.h.
nur ihm bekannt sein darf.

SIDaher werden solche Verfahren gelegentlich auch als Hintertiir-Verfahren (engl. Trap-
door) bezeichnet

52wird auch als Coprim bezeichnet

5 Dieser Schritt ist nicht unproblematisch, da die Ubergabe sicher erfolgen muf. Bei
PGP ist dies tiber ein ,,Web of Trust“ realisiert, d.h. ich vertraue jemandem der jeman-
dem vertraut, der usw. Eine Alternative sind Keyserver, d.h. Institutionen, die auf siche-
rem Wege (z.B. durch persénlichen Kontakt) Schliissel sammeln und sie anderen nur im
Lesezugriff zugénglich machen.
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Damit sind die Vorbereitungen von A abgeschlossen.

Mochte B eine codierte Nachricht an A senden, dann bildet B die Nachricht
auf eine Ziffernfolge ab, zerlegt diese Folge in Blocke der Grofle k (ggf. fiillt
er den letzten Block mit Nullen auf) und berechnet fiir jeden Block (hier mit
x bezeichnet):

C(zr) = z° modn

Die so codierte Nachricht sendet B an A. Um die Nachricht zu decodieren,
berechnet A fiir jeden Ziffernblock y = C(x)

D(y) = y* modn mit D(y) =«

Ein potentieller Lauscher (E) miifite zuerst n faktorisieren, um d zu ermitteln.

B.2 Beispiel
Erzeugung des Schliissels

A wéihlt p = 47 und ¢ = 71 und damit n = 3337 und z = 3220. Als néchstes
wihlt A d = 1019 aus und priift, ob d und z teilerfremd (coprim) sind. Da
dies der Fall ist, berechnet A die eindeutige (!) Zahl ¢, die cxd =1 mod z,
d.h. ¢% 1019 = 1 mod 3220, erfiillt. Dies wird von ¢ = 79 geleistet. Damit
ist

e der offentliche Schliissel (¢,n) = (79, 3337),

e der private Schliissel d = 1019.

Erzeugung und Ubertragung der Nachricht

B mochte nun A die Nachricht

STRENG GEHEIM?
tibermitteln. Dazu codiert B diese Nachricht numerisch (unter Verwendung
der Ubersetzungstabelle aus 6.3) und gruppiert diese dann in vierziffern-
Folge:

S T|R E|N G| G|E H|E I|M 7
19 2018 05|14 07]27 07]05 08[05 09|13 28

Nun wendet B auf jeden Block x die Codierfunktion C'(z) = ¢ mod n = 2™

mod 3337 an:

x| 1920 1805 1407 2707 508 509 1328
C(r) [ 3211 2675 1910 1179 416 1470 384
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Das Cryptogramm

3211267519101179041614700384
wird nun iiber einen 6ffentlichen Kanal an A iibertragen, der es wieder in
vierziffer-Blocke y zerlegt und D(y) = y¢ mod n = ' mod 3337 berech-
net:

Y ‘3211 2675 1910 1179 0416 1470 0384
C(az)‘1920 1805 1407 2707 0508 0509 1328

SchlieBlich kann A nun die Ziffernfolge wieder in Text zuriickiibersetzen und
weifl daher, dafl diese Nachricht streng geheim war.

B.3 Mathematische Betrachtung
Generation der groflen Primzahlen p und ¢

Oft wird die Anzahl der bindren Stellen k von n = p % g vorgegeben, z.B.
k = 1024. Da es kein mathematisches Verfahren zum Erzeugen von grofien
Primzahlen gibt, werden im allgemeinen zwei grofle Zahlen mit gewiinschtem
k gew#hlt und mit Hilfe eines geeigneten Verfahrens auf Primzahleigenschaft
gepriift. Haufig verwendet wird das Verfahren von MILLER-RABIN und das
Verfahren von SOLOVAY-STRASSEN. Bei beiden Verfahren wird mit einer
geunssen Wahrscheinlichkeit ermittelt, ob p bzw. ¢ eine Primzahl ist. Dies
erhoht die Geschwindigkeit der Priifroutine erheblich.

Beweis von © = D(C(x))
Lemma 3 V p,q p # q und p,q Primzahlen sowie V x,u € N+ gilt:
=2 modpAz'=xz modqg = z'=2x mod (p*q)
Beweis:
Lemma 4 z,p e N, x >0, p > 1 dann gilt:
21 = 1 modp
Beweis:

Lemma 5 Fir jedes Schlisselpaar (d, (e,n)) des RSA-Systems und fir jede
Nachricht m gilt

m = ((m°) modn)® modn

Beweis:
Folgt noch
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Mufl E wirklich n Faktorisieren 7

Wenn E die Zahl n faktorisiert hat, kann sie z = (p — 1) * (¢ — 1) und damit
d leicht ermitteln (e und n sind ja bekannt).
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C

Revisionen

In dieser Sektion sind die Anderungen der einzelnen Versionen dieser Mit-
schrift festgehalten. Diese Sektion wird im endgiiltigen Dokument entfernt.

0.01

0.02
0.03

0.04

Erste Version, enthélt Kapitel 1,2 und 3; Noch einige Unklarheiten /Feh-
lerkorrekturen notwendig; Beweis von MCMILLAN fehlt, Beispiel HUFF-
MANN-Codierung fehlt; Beweis der Entropie fehlt (wird aber u.U. bis
auf weiteres nicht gesetzt), Kapitel 3 ist noch nicht gegengelesen, Li-
teraturliste ist unvollstdndig und ihr Layout wird wahrscheinlich noch
iiberarbeitet. Der Satz von C,R,Z,N, 1 ist wg. fehlender Fonts momen-
tan defekt (wird behoben).

Voriibergehender Fix der Fonts wg. C,N,R,Z und 1
Jetzt richtiger Font fiir C,N,R,Z und 1

Kapitel 1, 2 und 3 Teil 1 fast fertig; einige Formulierungen miissen noch
iiberarbeitet werden; ein Bild liegt mir noch nicht vor (Ende Kapitel 2).
Bitte um Feedback; insbesondere wg. der Ergédnzungen gegeniiber der
Vorlesung. Literaturverzeichnis (leider) immer noch im Aufbau. Leer-
seite am Anfang ergénzt, damit Inhaltsverzeichnis zweiseitig werden
kann. Subsection Plan ergénzt. Kleine Typos behoben. Beweis McC-
MILLAN ergéinzt (ok 7). HUFFMANN-Codierung ergénzt inkl. Beispiel.
Hier ggf. noch Uberarbeitung der Formulierung. Text bei Information
(Ende Kapitel 1) iiberarbeitet.

0.1 Anfang nochmals leicht iiberarbeitet (Plan ist jetzt hinten). Sorry. Am

0.11

Anfang sollte sich jetzt nicht mehr viel tun. HUFFMANN gegengelesen
und leicht ergénzt. Beweis MCMILLAN ok 7 (— Feedback 7). Kapitel 3
ist ist zu ca. % dabei. Der Rest wird (inkl. Kapitel 4) bereits gegenge-
lesen. Kleine Typos behoben. Literaturverzeichnis bereits aktualisiert
aber noch im Aufbau. Kapitel 1 und 2 (bis auf ggf. Beweis MCMILLAN)
sollten jetzt in ihrer vorlaufig endgiiltigen Fassung vorliegen. Diese Seite
leicht bearbeitete :-)

Zwischenrelease. Anfiihrungszeichen im ganzen Text gefixt. Namens-
satz (PAULI statt Pauli) gefixt. Teil 3 (fast) fertig (ist jetzt dabei).
Die Kapitelnummerierung koénnte sich noch dndern. Im Satz konnten
sich noch Kleinigkeiten d&ndern. Anfang von Kapitel 4 beigefiigt (Rest
ist fertig, folgt in Kiirze). In Kapitel 3 sind noch Fragen offen ! (—
Feedback 7)
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0.12

Kapitel 4 jetzt komplett. Keine Vollversion, da noch immer Kleinigkei-
ten in Kapitel 3 offen sind. Viele kleine Fixes (wieder) (in Kapitel 3).
Ich hoffe, die Nummerierung in Kapitel 3 bleibt jetzt. Feedback wie
immer sehr willkommen.

0.2 Korrektur von Fehlern in Abschnitt 3.7, dennoch kénnten dort noch Feh-

0.21

0.22

0.23

0.24

ler sein. Kapitel 5 und 6 eingefiigt (wir sind somit fast wieder up to
date). Da in der heutigen (4.Dezember) Vorlesung noch Teile fiir Kapi-
tel 6 hinzukommen, kénnen sich die Seitenzahlen dort noch é&ndern. Es
zeichnet sich ab, dafl wir zudem mehr Seiten fiir das Inhaltsverzeichnis
benétigen.

Kleine Typos behoben; kleine Korrektur in Section 3.6.1.

Wieder viele kleine Typos behoben (in jedem Kapitel noch welche ge-
funden). Ich hoffe, daf8 bis auf die bekannten Schwachstellen alles bis
vor Seite 49 jetzt ok ist. Neu hinzugekommen ist nur Section 6.7. Im
Aufbau ist z.Z. (neben den aktuellen Kapiteln) Anhang B, ich werde
dort nach und nach die PGP-Erlauterung einfiigen.

Jetzt bis 7.3 bzw. 8.2 Anfang der Subsectionen geTEXt. Kleine Feh-
ler behoben, auch Seite 49 sollte jetzt ok sein. Fehler entdeckt ? —
Feedback !

Kapitel 7 bis 10 komplett. Satz weiter iiberarbeitet (Overfull/Underfull
boxes etc.). Interne Verbesserungen, z.B. Entfernung von nicht-IETEX
2¢-Befehlen (lies: aus {\sc wird \textsc{). In Section 7.4 und 8.3 noch
ggf. Fehler/Unsicherheiten. Ferner etwas unter Zeitdruck, daher kénn-
ten die letzten Absétze noch Fliichtigkeitsfehler enthalten. Zwei wei-
tere Leerseiten am Anfang ergénzt (Sorry, aber das Inhaltsverzeichnis
wéchst unerbittlich) und (ebenfalls Sorry) leider die Zitate etwas ver-
schoben, die Nummerierung sollte jetzt bleiben. Kleinere Ergénzungen
auch auf dieser Seite.

0.3 (Weihnachtsausgabe) Nur Section 7.4 bearbeitet.

0.4 Viele Satziiberarbeitungen. Korrektur in Theorem 6, Section 3.7, 7.3,

0.41

0.42

8.3, 4.2 und B iiberarbeitet, Section A ergénzt. Bitte um Feedback,
insbesondere bei den mit Fufinoten angemerkten Stellen.

Section 6.7, 10 ergénzt (!) sowie 11 angefangen.

Kleinere Korrekturen (Rechtschreibung etc.) in 7, 8, 9, 10 und B; an
11 weitergeschrieben. Versionsnummer stimmt wieder :)
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0.43 Section 12 ergénzt (Reine Mitschrift).

0.44 Rest (d.h. 11, 13 und 14) gesetzt. Kleine Korrekturen in 12. Achtung:

Auch in dieser Version wurde relativ wenig ergénzt/gerechnet, bitte
Feedback. Index ergénzt.

0.9 Titelseite leicht {iberarbeitet, Vorwort ergédnzt. In Kapitel 4 eine Na-

0.91

0.92

menskorrektur (GREENBERGER). Rechtschreibkorrektur in 5.4. Kor-
rektur der CHSH-Ungleichung in Kapitel 5.5. In Kapitel 6 viele klei-
ne Rechtschreibkorrekturen, die Kryptographie heifit korrekt Einmal-
schliissel-Kryptographie (6.3), die Namensgeber der Protokolle wurden
erginzt. Auch in 8.2 die CHSH-Ungleichung korrigiert und leicht die
Erklarung erginzt. Kleiner Typo sowie Satz am Ende von 9.2 korrigiert.
Ein Rechtschreibfehler in Kapitel 11 gefunden und behoben. Satzkor-
rekturen in Abschnitt 13.3. Die Namen in der Uberschrift von 13.4
korrigiert. Das Kapitel 14 hat viele kleine Anderungen und Ergénzun-
gen erfahren. Die Zitate sind alle gepriift und korrigiert. Der Abschnit
,Plan“ ist entfernt worden. Eine Bitte an alle Leser: die Version 1.0
wird wohl in Bélde erscheinen, daher bitten wir um Feedback - auch
die Korrektur von so , kleinen“ Dingen wie Rechtschreibung und Satz-
bau verbessert dieses Dokument.

Im wesentlichen wurden die Kapitel 1 und 2 um Erlduterungen ergénzt
und einige Formulierungen klarer gefa3t. Da wir hier noch Diskussions-
bedarf sehen, bitten wir um Feedback; Hinweise, Ergédnzungen usw.
werden gerne angenommen. Dariiberhinaus viele kleine Satzverbesse-
rungen.

Viele kleine Korrekturen und Satziiberarbeitungen.
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